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1. Einleitung

Es ist schon lange bekannt, daR das Magnetfeld der Erde standigen Schwankungen aus-
gesetzt ist. Dabei kommt es in unregelmaRigen Abstanden zu Umpolungen des Erdma-
gnetfeldes (Clement, 2004). Welche Folgen kann eine Umkehrung des Magnetfeldes
haben? Das DFG-Schwerpunktprogramm ,,Erdmagnetische Variationen: Raumzeitli-
che Struktur, Prozesse und Wirkungen auf das System Erde“ hat sich unter anderem
zum Ziel gesetzt, die rdumliche und zeitliche Struktur des Magnetfeldes wahrend einer
Feldumkehrung und die moglichen Auswirkungen auf das System Erde zu untersu-
chen. In Abbildung 1.1 ist schematisch dargestellt, wie sich die Polumkehrung auf die
Erde auswirken kann.

Anderungen des Erdmagnetfeldes
Einfache Szenarien einer Magnetfeldumkehrung,
numerische Dynamosimulationen

U
Struktur und GroRe der Magnetosphare
MHD-Modelle, Potentialfeldmodelle
U
Bewegung kosmischer Teilchen in der Magnetosphéare
Cutoftbreite, Impaktflache, Teilcheneinfallsrate, Energiespektrum
U

Atmospharische Prozesse
lonisation, Ozonabbau

Abbildung 1.1.: Auswirkungen einer Magnetfeldumkehrung auf das System Erde.

In den letzten Jahrzehnten wurde diskutiert, welche Magnetfeldkonfigurationen wah-
rend einer Umkehrung moglich oder wahrscheinlich sind. Anhaltspunkte hierfir lie-
fern numerische Simulationen (z. B. Glatzmaier und Roberts, 1995) und Auswertun-
gen paldomagnetischer Messungen (z. B. Merrill und McFadden, 1999; Leonhardt
et al., 2003). Zu ,,normalen Zeiten wird das Erdmagnetfeld in einfachster N&herung
durch einen zonalen Dipol beschrieben. Wahrend einer Feldumkehrung nimmt der
Betrag dieses Dipolfeldes drastisch ab. Andere Dipolkonfigurationen, wie der Pole-
on-Dipol, oder hohere Multipole kénnen eine wichtige Rolle spielen.



1. Einleitung

Wie sieht fir solche Konfigurationen das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphére
aus? Das innere Erdmagnetfeld bestimmt das Magnetfeld im AuRBenraum der Erde,
weil durch seine Wechselwirkung mit dem Sonnenwind die Magnetosphére gebildet
wird. Somit legt das innere Erdmagnetfeld die Struktur und GroRe der Magnetosphére
fest. Verschiedene Verfahren zur Modellierung der Magnetosphére sind in den letzten
Jahrzehnten entwickelt worden (siehe z. B. Jordan, 1994; Siscoe, 2001). Eine Mdg-
lichkeit bieten MHD-Simulationen, die eine detaillierte Beschreibung der Magneto-
sphare liefern. Andere Wege fiihren Uber quantitative Modelle, zu denen die empiri-
schen und die Potentialfeldmodelle gehoren. Vorteil dieser Modelle ist, daR sie schnell
zu berechnen sind, und das Magnetfeld an jedem beliebigen Ort exakt bestimmt wer-
den kann. Somit kdnnen diese Modelle z. B. zur Berechnung von Teilchenbahnen in
der Magnetosphare herangezogen werden.

Die Bahnen geladener Teilchen werden durch Magnetfelder beeinflu3t. Unterscheidet
sich das Erdmagnetfeld z. B. wéhrend einer Polumkehrung signifikant von der heuti-
gen Situation, so wird sich auch das magnetosphérische Magnetfeld andern. Teilchen
kosmogenen oder solaren Ursprungs werden demnach andere Bahnen innerhalb der
Magnetosphére zurucklegen und nicht wie im heutigen Fall vorwiegend in den po-
laren Regionen auf die Erde treffen. Es stellt sich also die Frage, in welche Gebiete
Teilchen eindringen kénnen und wie sich der Teilchenfluf? vom heutigen Flul} unter-
scheidet. Die Teilchenflisse in die Atmosphare wiederum haben Auswirkungen auf
atmospharische Prozesse, wie z. B. die lonisation der neutralen Atmosphare (Crutzen
et al., 1975; Quack et al., 2001) oder den Ozonabbau (Sinnhuber et al., 2003). Welche
maoglichen Folgen treten damit fur das globale Klima der Erde auf?

Ziel dieser Arbeit ist es, Antworten auf die Fragen zu finden, wie das Magnetfeld
wéhrend einer Feldumkehrung innerhalb der Magnetosphére aussieht und wie sich
geladene, hochenergetische Teilchen in solchen Magnetospharen verhalten bzw. wel-
cher Teilcheneinfall auf der Erde zu erwarten ist. Dies entspricht den mittleren beiden
Punkten in Abbildung 1.1.

Eine Beschreibung des heutigen Magnetfeldes wird in Kapitel 2 gegeben. Das Innen-
feld der Erde 143t sich als Multipolentwicklung darstellen, wobei die Entwicklungsko-
effizienten keineswegs konstant sind, sondern zeitlichen Schwankungen unterliegen.
Dies flhrt unter anderem zu paldomagnetischen Feldern, wobei insbesondere auf die
Magnetfeldumkehrungen eingegangen wird und mogliche Szenarien fir Umkehrun-
gen vorgestellt werden. Weiterhin wird das dulRere Magnetfeld der Erde und die Ma-
gnetosphdare mit ihren verschiedenen Stromsystemen kurz beschrieben. In den letzten
Jahrzehnten sind unterschiedliche Magnetospharenmodelle entwickelt worden. Einige
der bekannteren werden hier unter dem Gesichtspunkt betrachtet, inwiefern sie sich
zur Modellierung von beliebigen Magnetfeldkonfigurationen verwenden lassen. Be-
sonders geeignet erscheinen hier die Potentialfeldmodelle von Willis et al. (2000) und
\oigt (1981).

Das Modell von Voigt (1981) legt eine realistische Magnetospharengeometrie zu Grun-
de und bietet mit seinen vielen Parameter die Moglichkeit, auch magnetosphérische



1. Einleitung

Magnetfelder wahrend einer Feldumkehrung zu betrachten. In Kapitel 3 wird dieses
Modell ausfuhrlich hergeleitet und erweitert.

Kapitel 4 zeigt eine Parameterstudie als Anwendungen dieses Magnetfeldmodells.
Betrachtet werden verschiedene, mdgliche Magnetfeldkonfigurationen wahrend einer
Magnetfeldumkehrung. Darstellungen von Magnetfeldlinien und Magnetfeldern an der
Erdoberflache geben Hinweise auf die Fragen, wie die Magnetfeldverteilung an der
Erdoberflache aussehen kénnte, wo die magnetischen Pole lokalisiert sind, ob und wo
es offene und geschlossene Magnetfeldlinien gibt.

In Kapitel 5 wird das Magnetospharenmodell als Werkzeug benutzt, um die Bewe-
gung hochenergetischer Teilchen in der Magnetosphare zu bestimmen. Es wird un-
tersucht, wie sich kosmische Teilchen in den unterschiedlichen Magnetfeldkonfigura-
tionen wéhrend einer Feldumkehrung verhalten. Welche Teilchen gelangen zur Erde,
welche Teilchen werden in der Magnetosphdre ablenkt und verlassen den Einflu3be-
reich der Erde wieder? Verknupft damit ist auch die Frage nach dem Teilchenfluf?
in die Atmosphére. In welche Gebiete kdnnen Teilchen eindringen, wie grof3 ist der
TeilchenfluB? Ein kurzer Ausblick auf die Auswirkungen einer Magnetfeldumkehrung
bzgl. atmosphérischer Prozesse und des globalen Erdklimas sowie die Zusammenfas-
sung schlieRen die Arbeit ab.
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2. Das Magnetfeld der Erde

Vermutlich wulte schon Thales von Milet im 5. Jahrhundert vor Christus um den Ma-
gnetismus von Gestein. Die Chinesen benutzten bereits vor 2000 Jahren den Kompal}
als Navigationsinstrument. Aber erst im 16. Jahrhundert fuhrte William Gilbert die
ersten dokumentierten Untersuchungen zum Erdmagnetfeld durch und stellte sie in
seinem Buch ,,De Magnete* vor. An Hand seiner Terrella, eines Magneteisensteins
in Kugelform, konnte er bekannte Phdnomene erkldren, wie z. B. das Verhalten ei-
ner Kompal3nadel an verschiedenen Punkten der Erde. Ende des 18. Jahrhunderts ver-
mehrte sich das Wissen uber den Erdmagnetismus: Viele Beobachtungen sowohl in
Observatorien, als auch auf Forschungsreisen wurden durchgefiihrt. Angeregt durch
Alexander von Humboldt wandte sich auch Carl Friedrich Gaul? dem Magnetismus zu.
Wahrend wir Humboldt viele Magnetfeldmessungen rund um den Erdball verdanken,
geht auf Gaul? die Bestimmung der Intensitat des Erdmagnetfeldes zuriick. Zuvor wur-
den nur die Inklination und Deklination des Feldes bestimmt. Gaul} (1839) entwickelte
eine mathematische Beschreibung des Erdmagnetfeldes mittels der Kugelfunktions-
entwicklung, die bis heute verwendet wird. Mehr zur Geschichte der Erforschung des
Erdmagnetismus kann man unter anderem bei Kertz (1999) nachlesen.

Das Magnetfeld der Erde wird von hochkomplexen dynamischen Systemen erzeugt,
deren Urspriinge sowohl im Erdinneren, als auch aulRerhalb der Erde zu finden sind.
Der auRere Anteil des Magnetfeldes wird durch mehrere Stromsysteme in der Magne-
tosphére hervorgerufen. Fur das innere Magnetfeld der Erde sind magnetohydrodyna-
mische Prozesse im flussigen Erdkern verantwortlich, die an Hand des sogenannten
Erddynamos erklart werden. Da sich die vorliegende Arbeit mit dem magnetosphari-
schen Magnetfeld beschéftigt, sollen diese Prozesse nicht naher erldutert werden. Eine
gute Einflhrung zum Thema Erddynamo geben unter anderem Merrill et al. (1996).
Das Erdmagnetfeld ist kein statisches und konstantes Gebilde, sondern unterliegt per-
manenten Variationen. Hierbei wird zwischen den kurzperiodischen Variationen, die
sich im Bereich von Minuten und Stunden bis hin zu Tagen und Monaten bewegen,
und den langperiodischen Variationen unterschieden, die sich auf geologischen Zeit-
skalen, also im Bereich von Jahrzehnten und Jahrmillionen abspielen. Die kurzperi-
odischen Variationen haben ihren Ursprung auBerhalb der Erde und sind z. B. auch
durch die Aktivitat der Sonne gepragt. Die Amplitude solcher Magnetfelddnderungen
koénnen Werte bis zu einigen hundert Nanotesla betragen, also Schwankungen im Pro-
zentbereich. Die langperiodischen Variationen hingegen werden durch Prozesse im
Erdinneren hervorgerufen. Zu diesen Magnetfeldanderungen gehoért auch die soge-
nannte Feldumkehrung, bei der die Polaritdt des Magnetfeldes wechselt. Damit sind
Anderungen um mehrere Tausend oder gar Zehntausend Nanotesla verbunden.
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Die zeitlichen Magnetfeldentwicklungen, die in den einzelnen Kapiteln dieser Arbeit
untersucht werden, spielen sich auf geologischen, d. h. sehr langen Zeitskalen ab, so
dal® man auf dynamische Berechnungen verzichten und stattdessen auf eine Abfolge
statischer Zustande zuriickgreifen kann. Dieses Vorgehen und die Annahme, dal3 im
Beobachtungsraum auferhalb der Erde keine Strome flieRen, fihren dazu, daf? sich
das innere Magnetfeld der Erde als Multipolfeld darstellen 1aRt, welches man in spha-
rischer Geometrie mittels Kugelfunktionsentwicklung ausdriicken kann. Dies wird in
Abschnitt 2.1 ausfihrlich besprochen. Gaul’ (1839) modellierte als erster das Erdma-
gnetfeld mit Hilfe dieses Verfahrens. Die hierbei auftretenden Koeffizienten werden
ihm zu Ehren als Gaul(koeffizienten bezeichnet. Der Zusammenhang zwischen den
GauBkoeffizienten und den Multipolmomenten soll im weiteren Verlauf ebenfalls auf-
gezeigt werden. Die Kugelfunktionsentwicklung bietet eine einfache Mdglichkeit, das
magnetisches Energiespektrum zu berechnen (Abschnitt 2.2).

In Abschnitt 2.3 wird auf die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes an Hand von Be-
obachtungen der letzten 100 Jahre eingegangen. Es wird nicht nur dargestellt, wie sich
das Magnetfeldes in dieser Zeit gedndert hat, sondern es soll auch eine Abschatzung
dartiber gegeben werden, wie sich das Magnetfeld in den ndchsten Jahren moglicher-
weise entwickeln kénnte.

Der Abschnitt 2.4 dieses Kapitels beschéftigt sich mit einigen Grundlagen des Paldo-
magnetismus, also den Magnetfeldanderungen auf geologischen Zeitskalen, zu denen
auch die Feldumkehrung gehort. Feldumkehrungen finden in unregelméRigen Abstén-
den alle 10° bis 10° Jahre statt, wihrend der eigentliche Umkehrungsproze im Mittel
7000 Jahre dauert (Clement, 2004). Die genauen Mechanismen einer Feldumkehrung
sollen in dieser Arbeit nicht ndher betrachtet werden, dazu sei unter anderem auf Wicht
und Olson (2004) verwiesen. Ein wesentlicher Punkt, der in diesem Abschnitt ange-
sprochen wird, ist die Frage nach méglichen Magnetfeldkonfigurationen, die wéhrend
einer Feldumkehr zum Tragen kommen.

Wahrend sich die ersten vier Abschnitte dieses Kapitels mit dem inneren Magnet-
feld beschéaftigen, behandeln die letzten Abschnitte das dulRere Magnetfeld, das durch
Stromsysteme erzeugt wird. Bei der heutigen Magnetosphére spielen folgende Strome
eine Rolle: die Chapman-Ferraro-Stréme, die durch Wechselwirkung des Sonnenwin-
des mit dem Erdmagnetfeld entstehen, der &quatoriale Ringstrom, der aus eingefan-
genen Teilchen besteht, die Schweifstréme, die durch Plasmakonvektion im Schweif
erzeugt werden, und die feldparallelen Strdme, die durch die polaren Elektrojets in der
lonosphare geschlossen werden (siehe Abschnitt 2.5).

In den letzten Jahrzehnten wurden unterschiedliche Modelle zur Beschreibung der Ma-
gnetosphére entwickelt. Siscoe (2001) unterscheidet zwischen vier verschiedenen Ar-
ten von Magnetosphérenmodellen: empirische, modulare, die im folgenden auch als
potentialtheoretische Modelle bezeichnet werden, kinetische und MHD-Modelle. Em-
pirische Modelle wurden unter anderem von Mead und Fairfield (1975), Olson und
Pfitzer (1977; 1982), Alexeev (1978) und Tsyganenko (1987; 1989; 2002) entwickelt.
Die Strategie dieser Modelle beruht in der Anpassung von Modellparametern an Sa-
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2.1. Multipolentwicklung

tellitendaten, wodurch die heutige Magnetosphére sehr gut beschrieben werden kann.
\oigt (1981), Stern (1985), Hilmer und Voigt (1995), Romashchenko und Reshetnikov
(2000), Willis et al. (2000) entwickelten sogenannte potentialtheoretische Magneto-
spharenmodelle. Hierbei wird bei einer fest vorgegebenen Magnetosphérengeometrie
und einem vorgegebenen inneren Magnetfeld ein Potentialansatz zur Beschreibung des
Magnetfeldes in der Magnetosphére gewahlt. Kinetische Modelle, wie u. a. von Ale-
xeev und Kalegaev (1995), aber vor allem MHD-Simulationen (z. B. Wolf, 1983,
Gombosi et al., 1996) bieten eine gute Mdglichkeit, die komplexen Stromsysteme und
Felder in der Magnetosphdre realistisch zu beschreiben.

In Abschnitt 2.6 werden verschiedene der eben angesprochenen Magnetospharenmo-
delle vorgestellt. Voigt (1976) und Jordan (1994) zeigten in ihren Arbeiten Vor- und
Nachteile einiger Modelle in Bezug auf die Beschreibung der heutigen Magnetospha-
re. In dieser Arbeit hingegen werden die Modelle unter dem Gesichtspunkt betrachtet,
inwieweit sie sich als parametrische Modelle zur Beschreibung beliebiger Magneto-
sphéren eignen. Gesucht wird ein einfaches Modell, das sich rechentechnisch mdg-
lichst unkompliziert umsetzen 1aRt. Denn unter anderem soll das Modell verwendet
werden, um Teilchenbahnen innerhalb der Magnetosphére zu bestimmen, d. h. das
Magnetfeld muf’ an einigen Tausend Stellen innerhalb kurzer Zeit bestimmt werden.
Dabei wird besonders auf das zylindrische Modell von Voigt (1981) und das sphari-
sche Modell von Willis et al. (2000) eingegangen, weil sie die genannten Bedingungen
erfillen und im weiteren Verlauf verwendet werden. In beiden Féllen handelt es sich
um potentialtheoretische Modelle.

2.1. Multipolentwicklung

Die Darstellung des Erdmagnetfeldes durch Multipole kommt aus der Potentialtheorie
und soll im folgenden kurz dargelegt werden. Ausfiihrliche Beschreibungen sind bei
Chapman und Bartels (1962) oder Kertz (1992) zu finden.

Da in dieser Arbeit keine dynamischen Berechnungen durchzufuhren werden, sondern
nur eine Abfolge statischer Zustande des Magnetfeldes betrachtet werden, kann man
die Magnetfeldbeschreibungen auf ein statisches Problem zuriickfuhren, bei dem alle
zeitlichen Ableitungen entfallen. Als zweite Vereinfachung wird der Beobachtungs-
raum eingeschrankt, in dem das Magnetfeld berechnet werden soll. Die hydromagneti-
schen Prozesse im Erdinneren, die zur Erzeugung des Erdmagnetfeldes fuhren, werden
nicht naher betrachtet. Von Interesse ist lediglich das Ergebnis dieser Prozesse, ndm-
lich das Magnetfeld an der Erdoberflache bzw. im Aufienraum der Erde. Die Quellen
des inneren Magnetfeldes lassen sich somit in einer Kugel mit dem Radius r = R ein-
schlielen. Der Beobachtungsraum beschrankt sich dann auf den AuBenraum der Erde,
aber auch hier erfolgen noch weitere Einschrénkungen; denn es ist lediglich der Raum
innerhalb der Magnetosphare von Interesse.

Auf die Magnetosphéare und besonders ihre Stromsysteme wird in Kapitel 2.5 einge-
gangen. An dieser Stelle soll lediglich angenommen werden, da innerhalb der Ma-
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2. Das Magnetfeld der Erde

gnetosphére keine Strome flieRen sollen, also j = 0. Gleiches gilt auch fiir die Ver-
schiebungsstromdichte D = 0.

Mit Hilfe von potentialtheoretischen Betrachtungen kann nun eine Losung fiir das Ma-
gnetfeld H gefunden werden. Unter den eben beschriebenen Annahmen vereinfacht
sich das Amperesche Gesetz der Maxwellgleichungen zu

VxH=j+D=0. (2.1)

Diese Gleichung kann mit Hilfe eines skalaren Potentials V& gel6st werden, indem
man den Ansatz
H=-Vo (2.2)

waéhlt. Hierbei wird die Vektoridentitdt V x V¢ = 0 ausgenutzt.
Zieht man in Betracht, dal3 im Aufl3enraum der Erde die Magnetisierung verschwindet,
also M = 0, berechnet sich die magnetische Induktion aus B = uo(H + M) zu

E = —/JoV(I). (23)

Im folgenden wird B der Einfachheit halber und wie in der Geophysik gebrauchlich
als Magnetfeld bezeichnet.
Setzt man Gleichung (2.3) in die Maxwellgleichung V - B = 0 ein, so ergibt sich

V- (VD) = —oV?® = 0 = V20 = 0. (2.4)

Es gilt nun eine Losung dieser Laplacegleichung zu finden. Flr kartesischen Koordi-
naten gibt Lense (1954) folgenden Multipolansatz als Lésung an:

o n n—a
Xayﬁzn—a—ﬂ
(x.y,2) = N RV Y YL (2.5)
;;; (X2 + y2 + z2)@+D)/

Hierbei ist n der Grad des Multipols. Jeder Multipol wird durch(n + 1)(n + 2)/2 Ko-
effizienten a,,z beschrieben, von denen lediglich 2n + 1 linear unabhéngig sind. Die
Abhéngigkeit und somit die Anzahl der linear unabhé&ngigen Koeffizienten kann aus
der Laplacegleichung bestimmt werden.

Da das Dipol- und Quadrupolmoment in dieser Arbeit eine wesentliche Rolle spielen,
werden die Potentiale hier explizit angegeben.

Das Potential eines Dipols ist mit Gleichung (2.5) gegeben durch

T ) S L Ca . . ¢ R i 6)
X,Y,2) = UopTr 5 o3 = : .
/2 3
por (X% +y? +2?) r

Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit der bekannten Gleichung fiir das Potential
eines Dipols (siehe Jackson, 1963):

4nr3  4ars’

(2.7)
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2.1. Multipolentwicklung

wobei m das Dipolmoment ist.
Das Potential eines Quadrupols wird nach Gleichung (2.5) beschrieben durch

n_ 2-a XayﬂZZ—a—,B

EZELaZfYﬂ 2 L \2 4 72)5
/2
po (X% +y?+127)
002 01 02,,2 10 11 20,2
L ayzt+ayyz++ay Y +ay Xz +a; Xy +ayx 28)
- r5 . .

D(X,Y,2)

Bei entsprechender Wahl der Koeffizienten 1a3t sich diese Gleichung auf die bekannte
Gleichung eines Quadrupols zurlckfihren (siehe Jackson, 1963):

.

QxxX2 + nyy2 — (Qxx + ny)z2 + 2Qxyxy + 2QxXZ + 2QyzyZ I 2£

= = ,  (29)
8nr® 8nrd

hierbei ist r™ der transponierte Vektor zum Vektor r. Aus einem Koeffizientenvergleich

der ag,z und der Q;; folgt, dafl der Quadrupoltensor Q symmetrisch ist und Spur(Q)=0

gilt. Die Spurfreiheit des Quadrupoltensors folgt auch direkt aus der Divergenzfreiheit
des Magnetfeldes, wahrend sich die Symmetrie des Tensors aus der Rotationsfreiheit
des Feldes ergibt.

Im Fall der Erde bietet es sich an, statt kartesischer Koordinaten sphérische zu ver-
wenden. Die Definitionen und Umrechnungen von Koordinatensystemen sind im An-
hang A.1 beschrieben.

Fur spharische Geometrie hat Gaul3 (1839) eine Lésung der Laplacegleichung mit Hil-
fe von Kugelfunktionen entwickelt (siehe auch Chapman und Bartels, 1962; Kertz,
1992):

d

Re v - (Re\™?! :
o(r, 9, 1) = 'u—: Z Z (Te) (g cosmA + h™sinmA) PM'(cos ) (2.10)

n=1 m=0

mit den zugeordneten Kugelfunktionen P’ vom Grad n und der Ordnung m in der
Schmidtschen Normierung. Die Koeffizienten gi' und hy' sind die Gaufkoeffizienten.
Das Potential (2.10) wurde so eingefiihrt, dal} die GauRkoeffizienten die Einheit nT
haben. Im hier vorliegenden Fall ist R der Erdradius. N&heres zu den Kugelfunktionen,
ihren Eigenschaften und Berechnungen ist im Anhang A.2 zu finden.

Statt der in der Geophysik ublichen GauBkoeffizienten g und h[' werden in dieser
Arbeit die Koeffizienten ¢! und A" verwendet, die tber folgende Beziehungen mit
einanderverknipft sind (Roederer et al., 1973):

an, m=0 0 m=0
ch = und A = (2.11a)

: AJ@EM2 + (hm2, m > 0 1 arctan % m>0

bzw.

gn = cprcosmay und h'=c]'sinmay. (2.11b)

13



2. Das Magnetfeld der Erde

Somit ergibt sich fiir das Potential:
R, & n R n+1
== Z Z (—e) cMcosm(A — A™ PM(cos ). (2.12)
Ho n=1 m=0 r

Diese Darstellung hat den Vorteil, dal die Starke des Magnetfeldes durch die Koef-
fizienten c" beschrieben werden kann, wéhrend die Koeffizienten A" die Magnetfeld-
konfiguration bestimmen. So entspricht A" z. B. im Fall eines reinen Multipols einer
Drehung des Moments um die z-Achse an.

Das Magnetfeld an einem beliebigen Punkt (r,, 1) berechnet sich aus Gleichung (2.3)
zu:

R
B.(r, 9, 1) = Z Z (Te) (n +1) c™cosm(2 — 2™ P™(cos 9), (2.13a)
n=1 m=0
N n
o+ dP™(cos
By(r, 9, ) = ZZ(%‘) cMcos m(ﬁ-ﬂﬁ)%, (2.13b)
n=1 m=0
N n
Re\™2 pm )
Ba(r, 9, 4) = ZZ(Te) m c/'sin m(/l—/lnm)%. (2.13c)
n=1 m=0

Beispiele fur Magnetfeldlinien verschiedener Multipolentwicklungen sind in Kapitel 4
zu finden.

In der Geophysik, wie auch in dieser Arbeit, werden die Begriffe der Momente und
Gaulkoeffizienten gleichwertig verwendet. Deshalb wird an dieser Stelle die Umrech-
nung der einen GroRe in die andere gezeigt. Speziell handelt es sich hierbei um Dipol-
bzw. Quadrupolmoment und den entsprechenden Gaul3koeffizienten, denn diese wer-
den hauptséchlich in spateren Anwendungen benutzt, z. B. bei der Berechnung des
magnetosphérischen Magnetfeldes in Kapitel 3.

In spharischer Geometrie l1aRt sich das Potential mittels der Kugelfunktionsentwick-
lung wie in Gleichung (2.10) darstellen. Berechnet man hieraus den Dipolanteil ®4
und den Quadrupolanteil @4, dann ergibt sich fir den Dipol (n = 1) unter Einbezie-
hung der Transformation (A.1) von sphdrischen in kartesische Koordinaten folgender
Ausdruck:

R3 g°PY(cos ) + (gt cos ¢ + hlsing)Pi(cosI)

Oy =
‘ Ho r2
R3g9cos ¥ + (gjsindcos¢ + hisindsing)  R3g% + (gix + hly) (2.14)
- Mo r - Mo rs '

und fir den Quadrupol (n = 2, P! = Pr'(cos )):
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2.2. Energie des Magnetfeldes

_ RAQ3PS + (g3 c0s ¢ + hysin ¢)P; + (g3 €0s 2¢ + h3 sin 2¢)P3

s Ho rs
R 992 295(x2 + y2)+ V3gixz+ \/§h;yz+‘/7§gg(x2 — y?)+ V3hxy (2.15)
- Ho ro . '

Aus einem Koeffizientenvergleich mit den Potentialen in kartesischer Form, die in den
Gleichungen (2.7) und (2.9) gegeben sind, erhélt man dann fur den Dipol:

47R3 4nR3 4nR3
my = €gl, my= ®hl, m,= €g? (2.16)
Ho Ho Ho
und den Quadrupol:
4nR4 47R4
Qu = —=(-05 + V3g3), Qy=—2(-g3- V3g3),
Mo Ho
A \/§Rgh2 _ 4nW3RE A x/§Rgh1
w=——"——-h; Qg= 9. Qp= ! (2.17)
Ho Ho Ho

Um héhere Momente umzurechnen, geht man analog zu dem eben angefiihrten Re-
chenweg vor. Fir den Koeffizientenvergleich benutze man dann die Gleichungen (2.5)
und (2.10) bzw. (2.12).

2.2. Energie des Magnetfeldes

Das im Erdinneren erzeugte Magnetfeld kann man in einen toroidalen und einen poloi-
dalen Anteil zerlegen. An der Erdoberflache 1aRt sich nur das poloidale Feld messen.
Auf Grund dessen ist es nicht moglich, die gesamte Energie des Erdmagnetfeldes anzu-
geben. Ebenso wenig kann man eine Aussage Uber die Erhaltung der Energie treffen,
denn es kann nicht unterschieden werden, ob die magnetische Energie variiert oder
lediglich zwischen dem poloidalen und toroidalen Anteil hin und her wechselt. Im
folgenden meint der Begrift ,,Energie* also die Energie des poloidalen Anteils.

Die Energie des Erdmagnetfeldes 1aRt sich aus den GaulRkoeffizienten bestimmen, wie
es Mauersberger (1956), Lowes (1966) und Langel (1987) zeigen. Ausgangspunkt ist
die Beschreibung des Magnetfeldes als Kugelfunktionsentwicklung, wie sie im ersten
Abschnitt dieses Kapitels mit Gleichung (2.10) eingeflihrt wurde. An Hand dieser Dar-
stellung wird ein Potential @, fiir jeden Grad n der Multipolentwicklung definiert:

Re Re ntl N m m o m
O, = — (_) Z:(gn cos mA + hy'sinmA) P'(cos ). (2.18)
Ho r m=0

Damit ergibt sich fur das Magnetfeld und die magnetische Induktion fiir den Grad
H =-Vo, und B, = —uoV®,, (2.19)

—n
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2. Das Magnetfeld der Erde

Die Energiedichte eines Magnetfeldes ist definiert als:

—n

1 1
W= =B, - H = =— (VD). (2.20)
2~ 210

Durch Integration tiber den AuBenraum der Kugel ergibt sich hieraus die Gesamtener-
gie im AufRenraum der Kugel mit dem Radius R zu

wn_fffwndv_—fff(vmn)zdv_ ff@nﬁvq)ndf. (2.21)

r>Re r>Re r=Re

Fur die Umformung des Volumenintegrals in ein Oberflachenintegral wurde hierbei
der erste Greensche Satz verwendet. Das Flachenelement df I&R3t sich durch df =
r?sin® d¢ dA ausdriicken. Da es sich um die Energie im AuRenraum der Kugel han-
delt, zeigt der Normalenvektor A nach innen und ist somit bis auf das Vorzeichen
identisch mit dem Einheitsvektor in radialer Richtung n = —e, . Das Produkt aus Nor-
malenvektor und Gradienten von @, vereinfacht sich dann zu

0 1
A - V@n = __®n = 1 _(I)n. 2.22
g S0y = (n+1)- 222)

Damit geht die Gesamtenergie aus Gleichung (2.21) Uber in

T

2r
+1 .
w,= 1L, f f Dy sin § A d.1. (2.23)
2,“0 -

Ersetzt man nun in dieser Gleichung das Potential durch seine Reihenentwicklung
(2.18), so ergibt sich nach Vertauschung der Summation und Integration

W_n+lR R 2n+2 N
"7 er(r)

lf(gn cosmA + h™sinma)(g!, cos 14 + h!. sinl2) da
m_O I 0

-anm(cosﬂ)PL(cosﬂ)sinﬂ do|.

0

(2.24)

Bei der Integration tiber den Winkel ¢ wird die Orthogonalitatsrelation der Kugelfunk-
tionen ausgenutzt, siehe hierzu Gleichung (A.20) im Anhang A.2, so daf lediglich die
Terme m = | Ubrigbleiben und die Summe tber | wegféllt. Der Wert des Integrals
betragt dann

n o " . d 2C . 1,m:|:0
an(cosﬁ)PI (cos ) sin ¥ ﬁ_m mit ¢ = 2. m=1>0" (2.25)

0
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2.2. Energie des Magnetfeldes

Auf Grund der Orthogonalitat der trigonometrischen Funktionen gilt

2n 2r 5 2r
fcosz mA dA = fsinz mA dA = ?ﬂ und fcos masinmadi=0, (2.26)
0 0 0

so dal3 sich das Integral Uber den Winkel A zu:
2r
f[(gn”‘)2 cos?ma + (h™?Zsin?mA + 2gTh™ cos mA sinma] dA (2.27)
0

= 2 [(ay? + ). (2.28)

vereinfacht. Als Endergebnis flr die Gesamtenergie ergibt sich dann

_2nn+1l Z(Re 2ml &

S i MDY CHUG ) 229)

Sei nun w,, die mittlere Energie des Grades n auf einer Kugelschale mit dem Radius r,

dann berechnet sich die Gesamtenergie im AuBenraum durch Integration Gber r’ zu

(o)
Wy = | Wy(r') - 4nr’?dr’ = W

r

1 aw,
"~ Anr? or

(2.30)

und umgekehrt erhdlt man die mittlere Energie w, durch Differentiation der Gesamt-
energie nach r. Zusammen mit Gleichung (2.29) ergibt sich fur die mittlere Energie w,
auf einer Kugelschale mit dem

Radius r:

n+1 (Re +4 1 (n+1) (Re w4 N
2p0

7 i DY G el (- I YCHACED

r
Bis auf Vorfaktoren entspricht dieses Ergebnis den sogenannten Mauersberger Koef-
fizienten R, die das Spektrum des Erdmagnetfeldes beschreiben (siehe Langel und
Estes, 1982).

Abbildung 2.1 zeigt das heutige Energiespektrum des Erdmagnetfeldes bis zum Grad
n = 10. Aufgetragen ist zum einen das Energiespektrum an der Erdoberflache und zum
anderen an der Kern-Mantel-Grenze. Die Punkte liegen nahezu auf einer Geraden, wo-
bei aufféllt, dal der Dipolanteil (n=1) deutlich oberhalb liegt. Lagen alle Koeffizienten
auf einer Graden, die an der Kern-Mantel-Grenze keine Steigung aufweist, so wirde
dies eine Gleichverteilung der Energie auf alle Multipolanteile an der Kern-Mantel-
Grenze bedeuten.
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2. Das Magnetfeld der Erde
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Abbildung 2.1.: Energiespektrum (bis zum Grad 10) des heutigen Erdmagnetfeldes an der
Erdoberflache und an der Kern-Mantel-Grenzen.

2.3. Sakularvariationen

Sékularvariationen sind Magnetfeldanderungen, die sich auf Zeitskalen von Jahren bis
hin zu Jahrhunderten abspielen. Verursacht werden solche Anderungen durch Prozesse
im Erdinneren.

Heute gibt es weltweit tiber 500 Observatorien, von denen zur Zeit ungeféhr 150 das
Erdmagnetfeld kontinuierlich beobachten und auch Jahresmittelwerte zur Verfiigung
stellen. In Europa gibt es hinreichend viele Standorte, wahrend in anderen Gegenden,
besonders auf den Ozeanen, kaum welche zu finden sind. Diese ungleiche Standortver-
teilung erschwert eine globale Analyse des Magnetfeldes. In den letzten Jahrzehnten
wurden auch Magnetfeldmessungen mittels Satelliten durchgefiihrt, die den Vorteil ha-
ben, dal} sie die Erde zum einen gleichmé&Rig mit Mel3punkten abdecken kénnen und
zum anderen eine viel hohere MeRdichte liefern. Ein Problem bei den Satellitenmes-
sungen ist die Trennung von raumlichen und zeitlichen Anderungen des Signals. Es
soll an dieser Stelle nicht ndher auf die Mel3techniken und -instrumente eingegangen
werden, einige Grundlagen dazu sind bei Kertz (1992) oder Campbell (1997) zu fin-
den, sondern es geht im folgenden mehr um die zeitlichen Veranderungen der letzten
hundert Jahre und um maogliche Extrapolationen fur die kommenden Jahre.

2.3.1. Zeitliche Entwicklung in den letzten hundert Jahren

Die International Association of Geomagnetism and Aeronomy (IAGA) errechnet aus
beobachteten Magnetfelddaten alle fiinf Jahre ein sogenanntes Internationales Geo-
magnetisches ReferenzFeld (IGRF), das jeweils durch einen Satz von Gaulkoeffizi-
enten beschrieben wird. Hierflr wurden anfangs vorwiegend Observatoriumsdaten,
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2.3. Sdkularvariationen

mittlerweile aber auch verstérkt Satellitenmessungen verwendet. Inzwischen gibt es
auch komplexere Modelle (Maus et al., 2002), die aus neuen Satellitendaten gewon-
nen werden und das Erdmagnetfeld besser beschreiben als das IGRF. Diese haben aber
den Nachteil, dal? verhaltnisméaRig viele Parameter zur Beschreibung ben6tigt werden.
Fur die Betrachtungen in dieser Arbeit ist eine so exakte Beschreibung des Erdfeldes
nicht notwendig. Ziel ist es vielmehr, groBraumige Strukturen und Phdnomene aufzu-
zeigen. Dazu reichen die GaulRkoeffizienten der Grade n = 1,2, 3 aus. Abbildung 2.2
zeigt den Magnetfeldbetrag des IGRF fir die Jahre 1900 und 2000, der sich aus den
GauRkoeffizienten bis zum dritten Grad ergibt.

Gut zu erkennen ist in beiden Darstellungen, dal? das Magnetfeld der Erde im we-
sentlichen durch einen leicht geneigten Dipol beschrieben werden kann. Das Feld hat
ein Maximum am Pol uUber Nordamerika bzw. Australien und ein Minimum in der
Aquatorregion. Die Intensitat des Magnetfeldes hat im Laufe der letzten hundert Jahre
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(b) Betrag des heutigen Magnetfeldes, IGRF2000.

Abbildung 2.2.: Magnetfeldbetrag auf der Erdoberfliche von 1900 und 2000 (Multipolent-
wicklung bis zum Grad n = 3).
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2. Das Magnetfeld der Erde

uberall auf der Erdoberflache abgenommen. Die klare dipolare Struktur des Magnet-
feldes im Jahre 1900 wird hundert Jahre spéter durch die starkere Auspragung der
sudatlantischen Anomalie, dem Minimum im Sudatlantik, etwas aufgeweicht.
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(c) Entwicklung des Oktupolanteils.

Abbildung 2.3.: Entwicklung der GauRRkoeffizienten bis zum Grad n = 3 von 1900 bis 2000
mit den jeweiligen linearen Anpassungen. Auf der linken Seite sind jeweils die ,Betrage” c '
der Multipole (diese kénnen durchaus negativ sein) aufgetragen, auf der rechten Seite die Dreh-
winkel 4] um die z-Achse.
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Um die Struktur des Magnetfeldes und die Anderungen in den letzten hundert Jah-
ren besser zu verstehen, wirft man am besten einen Blick auf die Gaul’koeffizienten,
speziell bis zum Grad n = 3 der Kugelfunktionsentwicklung. Abbildung 2.3 zeigt die
Entwicklung der Dipol-, Quadrupol- und Oktupolanteile. In den Abbildungen auf der
linken Seite ist jeweils der Betrag c;' des Multipols aufgetragen, auf der rechten Seite
hingegen der Drehwinkel A" um die z-Achse (die Rotationsachse der Erde). Die Di-
polanteile, reprasentiert durch die c}’-Terme, haben im Laufe der hundert Jahre abge-
nommen, wahrend die hoheren Multipolanteile, wie Quadrupol (cJ') und Oktupol (c3)
zugenommen haben. Der Dipol hat sich kaum gedreht, im Gegensatz zum Quadrupol
und Oktupol, die eine leichte Drehung nach Westen aufzeigen.

Da der zonale Dipolanteil (c9) der Hauptmultipol des Erdmagnetfeldes ist, folgt bei
seiner Abnahme, dal? das Magnetfeld an der Erdoberflache geringer wird. Durch das
Geringerwerden des Dipols und das gleichzeitige Anwachsen der hoheren Multipole
ist auch ersichtlich, warum die dipolare Struktur im Jahre 2000 gegeniiber 1900 etwas
aufgeweicht wurde und sich die siidatlantische Anomalie weiter ausgepragt hat. Die
suidatlantische Anomalie ist im wesentlichen ein Effekt der Uberlagerung des Dipols
mit dem Quadrupol, bei dem antiparallel gerichtete Feldlinien das Gesamtfeld schwa-
chen.

2.3.2. Magnetfelder fur extrapolierte Gaul3werte

Die Entwicklungen der GauBkoeffizienten bis zum dritten Grad sind in den letzten
hundert Jahren nahezu linear und man kdnnte sich nun tberlegen, wie eine Extrapola-
tion in die Zukunft aussahe. Naturlich stellt sich hierbei die Frage, inwiefern erstens
eine lineare Extrapolation gerechtfertig ist und zweitens ber welchen Zeitraum dieses
geschehen darf.

Im folgenden wird ein Beispiel konstruiert, bei dem die Magnetfeldentwicklung des
letzten Jahrhunderts in gleicher Art und Weise fir die ndchsten Jahrhunderte fortsetzt
wird. Dazu werden die Gaultkoeffizienten der ersten drei Grade linear extrapoliert. Ab-
bildung 2.4 zeigt den Betrag des Magnetfeldes an der Erdoberflache fiir die ndchsten
zwei Jahrhunderte, wobei in der oberen Graphik zum Vergleich das Magnetfeld zu
sehen ist, dal3 sich aus den Gaultkoeffizienten des IGRF2000 bis zum Grad n = 3 zu-
sammensetzt. Der maximale Betrag des Erdmagnetfeldes steigt in den darauffolgenden
zwei Jahrhunderten von 68000 nT auf 71000 nT an, dahingegen fallt das Minimum
von 22000 nT auf 11000 nT. Die dipolare Struktur des Feldes, maximaler Magnetfeld-
betrag an den Polen und minimaler Betrag am Aquator, geht immer weiter verloren,
wobei sich die Verhaltnisse auf der Nordhalbkugel weniger drastisch andern als auf
der Stdhalbkugel. Das breit verschmierte Maximum uber dem Nordpol wandert leicht
ostwarts, wobei es sich iber Nordeuropa konzentriert und an Starke gewinnt. Das Ma-
ximum auf der Sudhalbkugel westlich von Australien verandert seine Lage kaum, aber
die Magnetfeldstarke nimmt zu. Das Gebiet der heutigen stidatlantischen Anomalie
verlagert sich sudwarts und breitet sich gleichzeitig etwas nach Westen aus; dabei
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(a) Betrag des heutigen Magnetfeldes, IGRF2000.
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(c) Betrag des Magnetfeldes in 200 Jahre.

Abbildung 2.4.: Extrapolation des Magnetfeldbetrages an der Erdoberflache fur die néchsten
zwei Jahrhunderte (Multipolentwicklung bis zum Grad n = 3).
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Abbildung 2.5.: Die Kurven zeigen die Entwicklung der magnetischen Energien wy an der
Erdoberflache, flr die ndchsten Jahrhunderte, wie sie sich bei einer linearen Extrapolation der
Daten der vergangenen Jahrzehnte ergédbe. Die horizontalen Linien sind die zugehérigen Ener-
gien, die sich aus einer Gleichverteilung der Energie auf alle Multipole an der Kern-Mantel-
Grenze berechnen.

nimmt die Feldstérke ab. Der Intensitatsverlust geht auf die starke Zunahme des Qua-
drupolsmoments zurtick, dessen Feldlinien den Dipolfeldlinien entgegengesetzt sind
und somit eine Schwachung des Gesamtfeldes herbeifuhren, wahrend die Ausweitung
nach Westen ein Effekt der kleiner werdenden Drehkoeffizienten A7 sind.

Die magnetische Energien wy an der Erdoberflache dieser extrapolierten GaulRkoef-
fizienten sind in Abbildung 2.5 zu sehen (gekrimmte Linien). Berechnet wurden sie
nach Gleichung (2.31). Die horizontalen Linien stellen die zugehorigen Werte dar, die
sich ergaben, wenn die Energien der einzelnen Multipole an der Kern-Mantel-Grenze
gleichverteilt waren. Zur Zeit liegt der Dipolanteil deutlich oberhalb dieser Geraden,
wéhrend der Quadrupolanteil unter ihr liegt, und der Oktupolanteil mit der Gleichver-
teilung zusammenfallt. Schaut man sich nun den hypothetischen Trend der Multipole
fir die néchsten Jahrhunderte an, so sieht man, dal’ das Dipolmoment kleiner wird und
in ungeféhr 600 Jahren die Gleichverteilung erreichen wiirde, die hoheren Multipol-
momente hingegen nahmen zu. Bereits in knapp 200 Jahren hatte der Quadrupol die
Gleichverteilung Uberschritten. In etwas (iber 600 Jahren kehrte sich das Verhaltnis
zum heutigen Zustand um, dann ware die Energie der htheren Multipole groler als
die des Dipols.

Die gesamte magnetische Energie (gestrichpunktete Linie) nimmt auf Grund des do-
minierenden Dipolanteils bis 2300 ab und steigt dann wieder an, weil die hoheren
Multipolanteile, deren Energie zunimmt, eine gréliere Rolle spielen.
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2.4. Paldomagnetismus

Das Forschungsgebiet des Paldomagnetismus beschreibt Magnetfeldvariationen, die
sich auf geologischen Zeitrdumen abspielen, also Jahrtausende bis Jahrmillionen um-
fassen. Zu diesen Variationen werden auch Polwanderungen und Feldumkehrungen
gezéhit.

Anfang des 20. Jahrhunderts wurden zum ersten Mal umfangreiche Studien zur Ma-
gnetisierung von Lavagestein durchgefiihrt, die dann Mitte des Jahrhunderts um Unter-
suchungen an Sedimentablagerungen erweitert wurden. Aus den einzelnen Messungen
konnen Ruckschliisse gezogen werden, welche Richtung und Starke das Magnetfeld
bei der Entstehung des Lavagesteins bzw. bei der Ablagerung des Sediments vorge-
herrscht haben. Man kann also flr jeden einzelnen MeRort die relativen zeitlichen Va-
riationen bestimmen, problematisch ist eine absolute zeitliche Einordnung der unter-
schiedlichen Mel3orte. Dadurch ist es nur schwer oder gar nicht méglich ein globales
Feld zu bestimmen, und man nimmt in erster Naherung an, dal? das Magnetfeld durch
einen Dipol im Zentrum der Erde beschrieben werden kann. Die Durchstof3punkte
des Dipols zu den einzelnen Zeitpunkten werden in einer sogenannten Polwanderkur-
ve zusammengefalt. GrolRe Abweichungen des Feldes, bei denen die Polwanderkurve
auch die niedrigen geographischen Breiten oder sogar den Aquator beriinhrt, werden als
Exkursionen bezeichnet. Uberschreitet die Kurve hingegen den Aquator und wandert
zum entgegengesetzten Pol, so spricht man von einer Feldumkehrung. Naturlich sehen
diese Polwanderkurven fir jeden MeRort anders aus, da lokale Messungen als globa-
le Konfigurationen interpretiert werden. Auch kann es vorkommen, daB in dem sehr
einfachen Modell der Polwanderkurven eine Feldumkehrung zu sehen ist, es sich aber
in Wirklichkeit um eine Uberlagerung aus einem schwachen Dipol mit verschiedenen,
starken Nichtdipolanteilen handelt. Um solche Fehlerquellen auszuschlieRen, versucht
man, Messungen von verschiedenen Orten miteinander zu vergleichen.
Magnetfeldumkehrungen finden in unregelméaBigen Abstanden alle 10° bis 108 Jahre
statt, wobei die Dauer einer Feldumkehrung in der Literatur unterschiedlich mit Werten
zwischen 102 und 10* Jahren angegeben wird (Merrill und McFadden, 1999). Neuere
Ergebnisse (Clement, 2004) liefern eine durchschnittliche Dauer von 7000 Jahren, wo-
bei die Feldumkehrung scheinbar schneller am Aquator als in den Polregionen ablauft.
Zurickzufihren ist dies auf die hoheren Multipole, die wahrend einer Polumkehrung
eine bedeutende Rolle spielen. Der Mechanismus, der eine Umkehrung auslést und
treibt, ist sehr kompliziert und bis heute nicht in allen Einzelheiten verstanden. Aus-
fuhrliche Untersuchungen neuren Datums sind unter anderem bei Wicht und Olson
(2004) und Wicht (2003) zu finden.

Die einfachsten Modelle einer Feldumkehrung (Merrill und McFadden, 1999) gehen
von einem Dipol aus, der entweder kleiner wird, bis er verschwindet und sich dann in
umgekehrter Richtung wieder aufbaut, oder der bei gleichbleibender Stérke sich dreht
bzw. umkippt. Komplexere Modelle ziehen auch héhere Multipole in Betracht.
Betrachtet man die Ergebnisse paldomagnetischer Messungen von verschiedenen Lo-
kationen (siehe z. B. Williams und Fuller, 1981; Clement, 1991; Leonhardt et al.,
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2003; Heunemann et al., 2004), kann man erkennen, dal3 wahrend einer Feldumkeh-
rung das Magnetfeld sowohl betraglich abnimmt, als auch seine Richtung dndert. Auch
wird deutlich, dal3 hohere Multipolanteile eine gréRere Rolle spielen kénnen, als es
heute der Fall ist. Eine gute Einfuhrung in das Thema Erdmagnetfeld und Paldéoma-
gnetismus geben Merrill et al. (1996). Zu den Melmethoden des Paldomagnetismus
und ihren Ergebnissen siehe auch Soffel (1992).

Um die Prozesse, die zur Entstehung des Erdmagnetfeldes und seine Aufrechterhal-
tung fuhren, besser verstehen zu kdnnen, wurden im Laufe der letzten Jahrzehnte un-
terschiedliche Dynamotheorien und -modelle entwickelt. Dabei wird das fliissige Ge-
stein des &uleren Erdkerns als elektrisch leitende Flussigkeit angenommen, die auf
Grund thermischer Konvektion im &uf3eren Kern aufsteigt, welcher durch eine diffe-
rentiell rotierende Kugelschale beschrieben wird. Bedingt durch die Konvektion und
Rotation wird das bereits existierende Magnetfeld verdrillt und verzerrt, so dal} neue
Felder entstehen. Auf die genauen Prozesse soll hier nicht weitereingegangen werden;
dazu sei auf einfihrende und weitergehende Literatur, unter z. B. Merrill et al. (1996)
und Jacobs (1989), verwiesen.

Aus rechentechnischen Griinden werden in vielen Dynamomodellen vereinfachte An-
nahmen gemacht, die unter anderem dazu fiihren kdnnen, dal3 keine Feldumkehrungen
maoglich sind. Numerische Modelle, z. B. von Glatzmaier und Roberts (1995), sind
in der Lage, auch Polumkehrungen zu erzeugen. Betrachtet wird im folgenden in ei-
ner ihrer Simulation (G. A. Glatzmaier, personliche Mitteilung 2003) ein Zeitraum
von jeweils 15000 Jahren vor und nach der Feldumkehrung. Am Anfang und am En-
de dieses Intervalls weist das Magnetfeld deutlich dipolare Strukturen auf, aber mit
entgegengesetzter Polaritat, was darauf hindeutet, dal’ eine Polumkehrung stattgefun-
den hat. Wéhrend der Polumkehrung hingegen, die nur ca. 2000 Jahre dauert, ist das
Magnetfeld wesentlich komplexer, weil hohere Multipolmomente eine wichtige Rolle
spielen, wie auch in Abbildung 2.6 zu sehen ist.

Die in dieser Dissertation erarbeiteten Modell zur Beschreibung von kosmischen Teil-
chen in Paldomagnetophdren wurde auf Simulationsergebnisse von G. A. Glatzmai-
er (personliche Mitteilung 2003) angewendet. Die Simulationsergebnisse von G. A.
Glatzmaier sind in Abbildung 2.6 zusammengefal3t. Dargestellt ist die Energie des
Magnetfeldes flr die Multipole bis zum Grad n = 4 in Abhdngigkeit von der Zeit. Als
Nullpunkt der Zeitachse wurde dabei die Polumkehrung genommen. Uber den gesam-
ten Zeitraum vor der Umkehrung féllt die Energie des Dipols stetig ab, was gleich-
bedeutend damit ist, dal der Dipolanteil des Magnetfeldes schwacher wird. Aber erst
kurz vor der Polumkehrung kommt es zu einem starken Einbruch der Dipolenergie
um eine weitere GroRenordnungen, so dal sich die eigentliche Feldumkehrung auf
einem Kkurzen Zeitintervall von ungefahr 2000 Jahren abspielt. Danach steigt der Di-
polanteil wieder an, bis er seine vorherige Stérke erreicht hat, wobei nun die Richtung
des Dipols entgegengesetzt zu dem Ausgangszustand ist. Die hoheren Multipolanteile
zeigen in ihren magnetischen Energien kein so extremes Verhalten, sondern schwan-
ken lediglich innerhalb einer GroRenordnung. In ,,normalen® Zeiten liegt die Energie
des Dipols zwei bis drei GréRenordnungen oberhalb der der htheren Multipole. Wéh-
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Abbildung 2.6.: Magnetische Energie verschiedener Multipole einer simulierten Feldumkeh-
rung (G. A. Glatzmaier, personliche Mitteilung 2003).

rend der Feldumkehrung hingegen sinkt die Dipolenergie soweit, dal} Quadrupol und
Oktupol dominieren.

2.5. Magnetospharische Stromsysteme und
Magnetfelder

Die Anderungen des Erdmagnetfeldes wirken sich auch auf das magnetospharische
System aus. Siscoe und Chen (1975) fuhrten daher den Begriff einer ,,Paldomagneto-
sphére” ein. Diese beschreibt die Erdmagnetosphére zu Zeiten einer Feldumkehrung,
und sie unterscheidet sich erheblich von dem heutigen Zustand, sowohl was die GroRe,
als auch die Art der Stromsysteme und Feldverteilungen betrifft. Verschiedene Aspek-
te einer Paldomagnetosphare wurden untersucht, z. B. Anderung der Magnetosphéren-
grolle mit geringer werdendem Magnetfeld (Siscoe und Chen, 1975; Siebert, 1977).
Saito et al. (1978) unternahmen qualitative Betrachtungen bezuglich eines gekippten
Dipols. Die Konfiguration, bei der der Dipol in der Aquatorebene liegt, bezeichnet
man als Pole-on-Konfiguration. Biernat et al. (1985) und Leubner und Zollner (1985)
betrachteten Magnetospharen, die statt durch ein dipolares Magnetfeld durch einen
Quadrupol bestimmt werden. Noch hohere Multipole schliefen Willis et al. (2000) in
ihren Untersuchungen ein. Nachteil dieser Modelle ist, dal? sie entweder zweidimen-
sional (Biernat et al., 1985; Leubner und Zollner, 1985) oder aber hochgradig symme-
trisch (Willis et al., 2000) sind.

In den Kapiteln 4 und 5 sollen mégliche paldiomagnetische Magnetospharenkonfigu-
rationen untersucht werden. Dazu werden zundchst einfache, idealisierte Beispiele fir
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Dipole und Quadrupole verwendet, um prinzipielle Strukturen fur die einzelnen Konfi-
gurationen zu bestimmen. AnschlieBend werden die komplexeren Konfigurationen der
Simulationen von Glatzmaier (personliche Mitteilung) betrachtet.

Die Magnetosphére entsteht durch die Wechselwirkung des Erdmagnetfeldes mit dem
Sonnenwind. Die geladenen Teilchen des Sonnenwindes stromen auf die Erde zu, wer-
den aber durch ihr Magnetfeld abgelenkt. Die Teilchen kénnen sich nicht mehr geradli-
nig ausbreiten, sondern mussen um die Erde herumstrdmen. Dadurch entsteht eine Art
Stromlinienkdrper, der Magnetosphére genannt wird. Abbildung 2.7 zeigt die heutige
Magnetosphére.

Das Magnetfeld der Erde l&Rt sich ndherungsweise mit einem Dipol beschreiben, der
gegenuber der Rotationsachse der Erde leicht geneigt ist. Auf der Tagseite, also der
sonnenzugewandten Seite, werden die Magnetfeldlinien durch den Sonnenwind ge-
staucht, wahrend sie auf der Nachtseite gestreckt werden und somit den Magneto-
sphéarenschweif bilden. In den sogenannten Cuspregionen am Nord- bzw. Sudpol wer-
den die Feldlinien, die eigentlich der Tagseite angehdren, auf die Nachtseite gebeugt.
Die Magnetopause stellt die Grenzflache zwischen dem so verzerrten Erdmagnetfeld
und dem interplanetaren Magnetfeld dar. Ein weiterer Begriff, der spéter h&ufiger auf-
taucht, ist der subsolare Punkt. Dies ist der Schnittpunkt der Magnetopause mit der

Schweifstram

> \ Neutralschichtstrom
Feldparalleler Strom
_—7 Magnetopausenstrom
Sonnenwind Magnetopause

Abbildung 2.7.: Stromsysteme in der Magnetosphére (entnommen aus Glassmeier und Scho-
ler, 1991).
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gedachten Verbindungslinien zwischen Erde und Sonne.

Die Verzerrung des Magnetfeldes und somit die Form der Magnetosphére entstehen
durch Wechselwirkung des Erdmagnetfeldes mit dem Sonnenwind, sowohl mit seinen
Teilchen, als auch seinen Feldern. Ein komplexes Stromsystem dient zur Beschreibung
der Phadnomene und Sachverhalte, siehe hierzu z. B. Glassmeier und Scholer (1991),
Baumjohann und Treumann (1996).

In Abbildung 2.7 sind die wichtigsten Stromsysteme mit breiten Pfeilen angedeutet. Im
wesentlichen sind das die Chapman-Ferraro-Stréme, auch als Magnetopausenstrome
bezeichnet, verursacht durch die Wechselwirkung des Sonnenwindes mit dem Erdma-
gnetfeld, die Schweifstrome, die durch Plasmakonvektion im Schweif erzeugt werden,
der von gefangenen Teilchen getragene dquatoriale Ringstrom und die feldparallelen
Strome als Verbindung zwischen lonosphare und Magnetosphére.

Verzerrte Magnetfelder erzeugen nach dem Ampereschen Gesetz V. x B = uq j stets
elektrische Strome, so auch auf der Tagseite der Magnetosphire, wo die Magnet-
feldlinien der Erde durch den Sonnenwind komprimiert werden und Ursache fir die
Chapman-Ferraro-Strome sind. Man kann sich diese Strdme auch an Hand der Wech-
selwirkung zwischen Sonnenwindteilchen und dem Erdmagnetfeld verdeutlichen. Da-
zu stelle man sich vor, dal aulRerhalb der Magnetopause ein so schwaches Magnetfeld
herrscht, das die von der Sonne kommenden Teilchen nicht merklich ablenkt. Treffen
Teilchen einer bestimmten Energie auf die Magnetopause, wo ein wesentlich hohe-
res Magnetfeld herrscht, so fangen sie an zu gyrieren. Nach einer halben Gyration
erreichen sie wieder die Grenze zwischen interplanetarem Magnetfeld und Erdfeld,
verlassen die Magnetopause und bewegen sich gradlinig von der Erde weg. Wahrend
der halben Gyration bewegen sich die Teilchen im Mittel in eine Richtung senkrecht
zum Sonnenwind und senkrecht zum Erdmagnetfeld. Diese Driftbewegung entspricht
den Chapman-Ferraro-Stromen, also den Magnetopausenstromen auf der sonnenzuge-
wandten Seite.

Die Chapman-Ferraro-Strome gehen von der Tagseite Uber in die Schweifstrome auf
der Nachtseite. Da die Schweifstrome sowohl in der nordlichen, als auch in der siid-
lichen Hemisphare in die gleiche Richtung flieRen, mussen sie Uber einen weiteren
Strom geschlossen werden. Diese Aufgabe Gbernimmt der Neutralschichtstrom, der in
der Aquatorebene in die entgegengesetzte Richtung flieRt. Schaut man von der Sonne
aus in Richtung des Schweifes, so erkennt man die ®-férmige Struktur der Strome im
Schweif.

Der Ringstrom flieRt in der Aquatorebene in westlicher Richtung um die Erde her-
um. Sein Abstand zur Erde betragt dabei ungefahr 4-6 Erdradien. Gebildet wird der
Ringstrom aus gefangenen Teilchen, vornehmlich aus Protonen mit einer Energie von
mehreren zehn Kiloelektronenvolt. Die Teilchen driften nicht nur in der Aquatorebe-
ne, sondern fuhren eine komplizierte Bewegung aus, die sich aus der Driftbewegung
in westlicher Richtung um die Erde herum, einer Bouncebewegung entlang der Feldli-
nien, die mehr oder weniger senkrecht zur Aquatorebene stehen, und einer Gyrations-
bewegung um die Feldlinien herum zusammensetzt.

Ein weiterer Stromkomplex sind die feldparallelen Strome, die auch als Birkeland-
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strome bezeichnet werden. Diese Strome fliellen entlang der Magnetfeldlinien von der
Magnetosphére zu den polaren Regionen in die lonosphdre. Unterschieden wird hier-
bei zwischen den polwartigen Stromen, die aus der Magnetopause kommen, und den
aquatorwaértigen Strémen, die ihren Ursprung in der Plasmaschicht haben. In der lo-
nosphare wird der Stromkreis durch die polaren Elektrojets geschlossen, in ost- und
westwartiger Richtung sind das die Hallstréme und in sud- und nordwaértiger Richtung
die Pedersenstrome.

2.6. Magnetospharenmodelle

Im Laufe der letzten 30 Jahre wurden unterschiedliche Modelle zur Beschreibung
des magnetospharischen Magnetfeldes mit den unterschiedlichsten Zielsetzungen ent-
wickelt: zum einen Modelle, die das momentane Erdmagnetfeld mdglichst gut be-
schreibt, zum anderen vielfaltig verwendbare Modelle. Einen guten Uberblick tiber die
bekanntesten Modell geben Jordan (1994) und Siscoe (2001). Einige dieser Modelle
sollen im folgenden kurz beschrieben werden. Gleichzeitig wird auch eine Einschat-
zung gegeben, inwiefern sich die einzelnen Modelle eignen, um Paldomagnetosphéren
zu berechnen.

2.6.1. Magnetohydrodynamische Modelle

Eine gute Darstellung der Magnetospharen auf groRRen Skalen liefern die magnetohy-
drodynamischen (MHD) Simulationen. Mit grofRen Skalen sind zum einen zeitliche
Skalen groRer als die lonengyrationsperiode und zum anderen rdumliche Skalen gro-
Rer als der lonengyrationsradius gemeint.

In der Magnetohydrodynamik werden die Komponenten des Plasmas (lonen und Elek-
tronen) als magnetisierte Flissigkeit beschrieben. Die Dynamik dieses Systems wird
mathematisch durch die sogenannten MHD-Gleichungen wiedergegeben, zu denen die
Maxwellgleichungen, die Kontinuitéts-, Energie- und die Impulsgleichungen gehdren.
Da diese gekoppelten Gleichungen hochgradig nicht linear sind, ist eine analytische
Losung erschwert, in der Regel sogar unmdglich. Als Alternative bieten sich nume-
rische Simulationen an, wie sie Vogt et al. (2004) und Zieger et al. (2004) speziell
fir paldomagnetospharische Konfigurationen durchfiihren. Unterschiedliche physika-
lische Parameter sind in diesem Modell frei wéhlbar: auf der einen Seite das Magnet-
feld der Erde, welches durch Orientierung und Starke des Dipols, bzw. Quadrupols
charakterisiert ist, auf der anderen Seite Parameter, die den Sonnenwind beschreiben,
wie Dichte und Geschwindigkeit des Sonnenwindes sowie Richtung und Stérke des
interplanetaren Magnetfeldes. Ausgehend von wohldefinierten Rand- und Anfangsbe-
dingungen, kann man die oben erwdhnten MHD-Gleichungen an allen Punkten eines
vorgegebenen rdumlichen Gitters numerisch I6sen und damit in jedem dieser Punkte
das magnetische und elektrische Feld sowie Teilchendichte und -geschwindigkeit be-
stimmen. Aus diesen Angaben lassen sich nun Aussagen Uber Feldverteilungen und
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Stromsysteme gewinnen.

Der Vorteil von numerischen MHD-Simulationen ist, da? man komplexe Phdnomene
gut und realistisch beschreiben und untersuchen kann, denn im Gegensatz zu analyti-
schen Ldsungsmethoden muf3 man sich nicht auf Speziallfalle beschranken oder mit
gendherten Gleichungen zufriedengeben.

Der Nachteil ist der hohe Zeitaufwand fiir die Berechnung, besonders dann, wenn man
das Modell als Eingabe fiir weitere Berechnungen nutzen méchte, wie z. B. Bahnbe-
rechnung von Teilchen im Magnetfeld. Auch hat man bei den numerischen Simulatio-
nen die Feldwerte nicht an jedem beliebigen Ort zur Verfligung, sondern lediglich auf
den Gitterpunkten, wobei die Auflésung dieses Gitters stark von der Speicherkapazitat
und Rechengeschwindigkeit des zur Verfigung stehenden Computers abhangt. So be-
tragt die Auflosung bei Zieger et al. (2004) nur etwa 0.5 Erdradien. Diese Auflésung
reicht aus, wenn man Teilchenbahnen im Schweif berechnen will, wo die Feldgradien-
ten nicht besonders grof sind. Anders ist es hingegen in erdnahen Gebieten, wo eine
wesentlich hohere Aufldsung notwendig ist.

Aufgrund dieser Vor- und Nachteile eignen sich die numerischen Simulationen sehr
gut, um Felder und Stromsysteme in einer Paldomagnetosphére zu untersuchen, aber
nicht, um diese Ergebnisse als Eingabe fur die Berechnungen von Teilchenbahnen zu
benutzen.

2.6.2. Empirisches Magnetospharenmodell

In empirischen Magnetospharenmodellen wird das Magnetfeld mittels einer Parame-
terfunktion (z. B. eines Polynomansatzes) beschrieben, dessen Koeffizienten durch An-
passen des Modells an Satellitendaten gewonnen werden. Das innere Erdmagnetfeld
wird bei der Modellierung durch einen gegentber der Erdrotationsachse geneigten Di-
pol repréasentiert. Die meisten Modelle beriicksichtigen auch verschiedene Stromsy-
steme, bestehend aus Ringstrom, Magnetopausen- und Schweifstrémen. Die Form der
Magnetopause wird nicht festvorgegeben, sondern ergibt sich empirisch.

Ein friihes Modelle geht auf Mead und Fairfield (1975) zuriick. Allerdings werden
die Stromsysteme nicht einzeln modelliert, sondern durch V x B = uq j nachtréglich
berechnet. -

Eins der umfangreichsten und besten empirischen Modelle entwickelte Tsyganenko
im Laufe der letzten Jahrzehnte. Tsyganenko und Usmanov (1982) setzen das magne-
tospharische Magnetfeld aus den Beitrdgen des Ringstromes, der Schweifstréme und
der Chapman-Ferraro-Strome zusammen. Fir den Beitrag des Ringstromes und der
Schweifstrome werden analytische Funktionen angesetzt, die sich als Rotation eines
Vektorpotentials A als B = V x A schreiben lassen. Den magnetischen Beitrag der
Chapman-Ferraro-Strome modelliert man, wie schon bei Mead und Fairfield (1975),
mittels eines Polynomansatzes, dessen Koeffizienten durch Satellitendaten bestimmt
werden. Tsyganenko (1987; 1989) verbessert dieses Modell, indem er ein komplexe-
res Modell fiir die Schweifstrome und den Ringstrom verwendet. AulRerdem werden
die Magnetopausenabmessungen nicht mehr explizit vorgegeben, sondern dynamisch
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durch Daten angepaft. Neue Satellitendaten ermdglichen eine Uberarbeitung des Po-
lynomansatz fur die Chapman-Ferraro-Strome. Spater wurde die mathematische Be-
schreibung der einzelnen Teilsysteme von Grund auf erneuert (Tsyganenko, 2002),
zusétzlich werden die Birkelandstréme integriert.

Olson und Pfitzer (1977) beschreiben in ihrem ersten Modell das magnetospharische
Stromsystem, bestehend aus Ringstrom und Schweifstromen, die sich Gber die Chap-
man-Ferraro-Strome schliel3en, mittels Leiterschleifen. Die Form der Magnetopause
wird hierbei fest vorgegeben, nachdem sie z. B. durch Satellitendaten empirisch be-
stimmt oder Uber das Druckgleichgewicht auf der Magnetopause berechnet wurde.
Das dynamische Magnetospharenmodell von Olson und Pfitzer (1982) stellt eine Wei-
terentwicklung dieses Modells dar: Die Form und GréRe der Magnetopause skalieren
mit der Sonnenaktivitat.

Die neueren empirischen Modelle (z. B. Tsyganenko, 2002) sind sehr méchtige Werk-
zeuge, wenn man die heutige Erdmagnetosphdére darstellen mdchte, weil sie unter an-
derem auf Satellitenbeobachtungen des realen Magnetfeldes beruhen. Durch die Vor-
gabe verschiedener Parameter lassen sich sowohl ruhige, als auch gestorte Zeiten des
Magnetfeldes in der Magnetosphare beschreiben. Was als Vorteil dieser Modelle bei
der Beschreibung der Erdmagnetosphére gilt, erscheint dann als Nachteil, wenn man
mittels dieser Modelle eine beliebige andere Magnetfeldkonfiguration, die sich we-
sentlich von der heutigen Erdmagnetosphdre unterscheidet, untersuchen mochte. Aus
diesem Grund sind empirische Modelle den Zwecken dieser Arbeit nicht dienlich. Das
Leiterschleifenmodell von Olson und Pfitzer (1977) bietet gute Mdglichkeiten, um Pa-
rameterstudien zu betreiben, sofern die Stromsysteme in der Magnetopause bekannt
sind. Doch gibt es bislang wenig Kenntnis Uber Stromsysteme in beliebigen Dipol-
oder Quadrupolmagnetospharen. Auch rechentechnisch gesehen ist dieses Modell sehr
aufwendig.

2.6.3. Potentialtheoretische Modell

In den sogenannten potentialtheoretischen Modellen werden alle Magnetfelder durch
Potentiale beschrieben, so dal? auf die Anpassung durch Satellitendaten verzichtet wer-
den kann. Das innere Magnetfeld der Erde B, wird durch einen Dipol im Zentrum
der Erde beschrieben, der in seiner Richtung und Stéarke variiert werden kann. Die
Chapman-Ferraro-Strome schirmen das innere Magnetfeld vom interplanetaren Ma-
gnetfeld ab, so dafl im Falle einer abgeschlossenen Magnetosphéare die Normalkom-
ponente des Magnetfeldes auf der Magnetopause verschwindet. Statt nun die Stréme
zu modellieren und daraus das Magnetfeld zu berechnen, kann man ein zusétzliches
Magnetfeld konstruieren, das die obige Bedingung einer geschlossenen Magnetopause
erflllt. Dieses zusétzliche Feld ist auch durch ein Potentialfeld darstellbar. Die Grolie
und Form der Magnetopause wird in den meisten Modellen fest vorgegeben.

Sowohl Alexeev (1978) als auch Stern (1985) setzen fur ihr jeweiliges Magnetosphé-
renmodell eine parabolische Geometrie an. Der Brennpunkt des Paraboloid befindet
sich zwischen der Erde und dem subsolaren Punkt. Die mathematische Beschreibung
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ist auf Grund der parabolischen Geometrie recht kompliziert. Einen mathematisch ein-
facheren Ansatz bieten hingegen Willis et al. (2000). Sie verwenden in ihrem Modell
eine sphérische Magnetosphare, bei der die Erde im Zentrum der Magnetosphére posi-
tioniert ist. Auch Romashchenko und Reshetnikov (2000) wéahlen eine sphéarische Geo-
metrie, aber die Erde befindet sich hierbei nicht im Zentrum, sondern ist zur sonnenzu-
gewandten Seite verschoben. Voigt (1981) beschreibt die Magnetosphare im Schweif
durch einen Zylinder, der auf der sonnenzugewandten Seite durch eine Halbkugel ab-
geschlossen ist. Die Erde ist dabei innerhalb der Halbkugel positioniert.

Die hier angesprochenen potentialtheoretischen Modelle mit ihren frei wéhlbaren phy-
sikalischen Parametern bieten sich fur die Zwecke dieser Arbeit an. Der Vorteil des pa-
rabolischen Modells ist seine Geometrie, denn diese beschreibt die Form der Magneto-
sphére sehr gut. Nachteil hingegen ist die komplexe mathematische Beschreibung, die
sich bei der Losung der Laplacegleichung in parabolischen Koordinaten ergibt. Das
Modell von Willis et al. (2000) bietet den Vorteil, daB nicht nur Dipolfelder als inneres
Magnetfeld der Erde vorrausgesetzt werden kdnnen, sondern jedes beliebige Multipol-
feld. Unrealistisch hingegen ist die spharische Geometrie. Lediglich auf der Tagseite,
also der sonnenzugewandten Seite, kann man dieses Modell fur Untersuchung von Pa-
ldomagnetosphéren verwenden. Das Modell von Voigt (1981) bietet einen guten Kom-
promif zwischen realistischer Beschreibung der Magnetospharengeometrie und der
Komplexitat der mathematischen Beschreibung. Da in den Untersuchungen in dieser
Arbeit sowohl das Modell von Willis et al. (2000) als auch von Voigt (1981) verwendet
wird, werden sie in den folgenden beiden Abschnitten naher erldutert.

2.6.3.1. Spharisches Magnetospharenmodell nach Willis

Willis et al. (2000) verwenden in ihrem Modell eine sphérische Magnetopause. Das
Magnetfeld innerhalb der Magnetosphare setzt sich zusammen aus dem inneren Feld
der Erde und einem duReren Feld, das so beschaffen ist, da die Normalkomponente
des Gesamtfeldes auf der Magnetopause verschwindet.

Man verwendet hier keine selbstkonsistente Magnetopause, sondern gibt die Geome-
trie, wie sie in Abbildung 2.8 zu sehen ist, fest vor. Die Magnetopause, die die Ma-
gnetosphére nach auBen hin abgrenzt, wird durch eine konzentrische Kugel mit dem
Radius Ry, beschrieben. Die Erde mit dem Radius Re < Ry, befindet sich im Zentrum
dieser Kugel.

Das Magnetfeld wird durch Multipole bis zu einem beliebigen Grad N beschrieben,
die im Zentrum der Erde lokalisiert sind.

Auf Grund der kugelsymmetrischen Geometrie und der vereinfachten Annahme, daf3
sich das Magnetfeld lediglich aus dem oben erwéhnten inneren Anteil und einem &du-
Reren Anteil zusammensetzt, der die abschirmende Wirkung der Chapman-Ferraro-
Strome auf der Magnetopause beschreibt, aber alle weiteren Stromsysteme, wie Ring-
strom und Schweifstréme, unberiicksichtigt 1&43t, kann man das magnetospharische
Magnetfeld leicht mathematisch umsetzen und auch schneller berechnen als im zylin-
drischen Modell von Voigt (1981). Interessant sind sphérische Magnetosphéren dann,
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Abbildung 2.8.: Magnetospharengeometrie nach Willis.

wenn man Effekte auf der Tagseite der Erde untersucht, ohne den Schweif und seine
Geometrie zu berlcksichtigen oder wenn man Bahnen hochenergetischer Teilchen be-
rechnen mochte, die erst im erdnahen Feld, wo die Schweifgeometrie keine Rolle mehr
spielt, abgelenkt werden. Aus diesem Grund wird das Modell hier ndher beschrieben
und eine kurze Herleitung, wie sie bei Willis et al. (2000) zu finden ist, gegeben.
Betrachtet wird eine statische Magnetosphare, innerhalb der keine Strome flieRRen. In
Kapitel 2.1 wurde bereits gezeigt, daB man unter diesen Annahmen das Magnetfeld
mittels eines skalaren Potentials (siehe Gleichung 2.3) beschreiben kann.
Unterteilt man das Magnetfeld in einen inneren Anteil B, und auleren Anteil B, so
schreibt sich das Gesamtfeld als

B = B, + B, = —110V(Pe + Opy). (2.32)
Auf Grund der sphérischen Geometrie wird das innere Erdmagnetfeld durch eine Ku-
gelfunktionsentwicklung der Form

Re v v (Re\™? .
Qg = — Z Z (—e) (g™ cos mA + sinmA)PT(cos ) (2.33)
0 721 m0 r

angesetzt, wie bereits in Kapitel 2.1 mit Gleichung (2.10) eingefihrt wurde.

Fur das dul’ere Magnetfeld kann unter den oben erwéhnten Bedingungen ebenfalls ein
skalares Potential zu Beschreibung angesetzt werden, das sich in allgemeiner Form

schreiben 1aRt als

o] n
D, = Z Z:[Anmrn cosma + B'r" sinmA]P;'(cos ). (2.34)

n=1 m=0

Um die Koeffizienten A" und BJ' zu bestimmen, nutzt man die Randbedingungen fir
eine ideal leitende und abgeschlossene Magnetopause aus. Diese besagt, daR keine
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Feldlinien durch die Magnetopause dringen kénnen. Somit muf} die Normalkompo-
nente des Gesamtfeldes an dieser Stelle, also bei r = Ry, verschwinden.

Br

0
- ﬂO_((De + cI)m)‘

00 n+l n+2
2 { +( ) gn — nATRL™

n=1 m=0
n+1 (R \"?
(R—e) h™ — nB'RM1
m

cosmd

Ho

sin m/l} PI(cos ¥) 20 (2.35)

Da die Normalkomponente B, fur alle ¢- und A-Werte verschwinden soll, mussen die
beiden Ausdriicke in den eckigen Klammern gleich Null sein. Somit ergibt sich fir die
Koeffizienten AT und B} zu

1n+1RM2 m_ ln+1RY?
,U_O n |:22n+lgn und By _,U_O n R2n+1Nn°
m m

AT = (2.36)

Setzt man diese nun in die Ausganggleichung (2.34) ein, so ergibt sich fir das skalare

Potential
Re o0 n l n + 1 ( )2n+l‘|(Re)n+l
" o Z Z r

m=0
-(gr'cosmA + h'sinmA)P" (2.37)

bzw. unter Verwendung der in den Gleichungen 2.11 eingefiihrten Koeffizienten c}
und A7

#OZZ[ n+1( )zml(RTe)MC?”COSm(ﬂ—ﬂﬁ”)Pn’“- (2:38)

n=1 m=0

Hierbei ist P’ = P;'(cosd). Die Magnetfeldkomponenten berechnen sich dann tber
B = —uoV® wie folgt, wobei Re < r < Rq gilt:

© N r 2n+1 R n+2
B, = Z Z cM(n +1)|1 - (R_) l(?e) cos m(A—AMPM, (2.39a)
n=1 m=0 m
c© N 2n+1 n+2 m
By =—) 3 M [1 L0t (i) l(&) dP (2.39h)
n=1 m=0 n Rm r
0 n 2n+1
n+1(r Re\"2 pm
B, = mc™f{1+ —(— (—e) sinm(1-A" . 2.39¢c
1 ;; 1 I (Rm) l r i m( )smﬂ ( )
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2.6.3.2. Zylindrisches Magnetospharenmodell nach Voigt

Auch Voigt (1981) bietet mit seinem Modell einer zylindrischen Magnetosphare einen
mathematisch einfacheren Ansatz als die parabolischen Modelle von Alexeev (1978)
oder Stern (1985), aber eine komplexere und realistischere Beschreibung als Wil-
lis et al. (2000). Dargestellt wird seine Magnetosphére durch einen Zylinder auf der
Nachtseite, der auf der Tagseite durch eine Halbkugel abgeschlossen ist. Die Magne-
topause wird als nicht selbstkonsistent, sondern fest vorgegeben angenommen. Die
Erde befindet sich innerhalb der Halbkugel.

Das Magnetfeld in der Magnetosphére setzt sich zusammen aus einem inneren und
duBeren Magnetfeld. Der innere Anteil, auch Hauptfeld genannt, 1403t sich durch einen
Dipol im Zentrum der Erde beschreiben. Der duRere Anteil hingegen wird durch ver-
schiedene Strome hervorgerufen. Der Erde am ndchsten befindet sich der dquatoriale
Ringstrom. In erster Naherung kann das Magnetfeld des Ringstromes im Auf’enraum
durch ein Dipolfeld beschrieben werden, und es bedarf somit nicht einer gesonderten
Modellierung. Auf der Magnetopause flieRen die Chapman-Ferraro-Strome, die das
Erdmagnetfeld nach auBen hin abschirmen. Statt die Magnetopausenstrome zu model-
lieren und daraus das Magnetfeld zu bestimmen, wird lediglich der Effekt der Strome
betrachtet und versucht, diesen zu beschreiben. Dies geschieht ebenso wie bei dem
spharischen Modell von Willis, indem ein zweites Magnetfeld so konstruiert wird, daf3
keine Magnetfeldlinien durch die Magnetopause dringen. Anstatt die Schweifstrome
durch ein komplexes Stromsystem zu beschreiben und daraus das Magnetfeld zu be-
stimmen, werden die Feldlinien nur entsprechend in Richtung des Schweifes gestreckt.
In der sogenannten offenen Magnetosphére kommen noch Einfliisse des interplaneta-
ren Magnetfeldes hinzu.

Mehrere voneinander unabhdngige physikalische Parameter lassen sich in diesem Mo-
dell variieren. Das innere Magnetfeld wird durch einen Dipol im Zentrum der Erde
bestimmt, dessen Starke und Neigungswinkel gegenuber der Rotationsachse der Erde
frei wahlbar sind. Da keine selbstkonsistente Magnetopause angesetzt wird, muf} die
Geometrie der Magnetosphare mittels der Standoffdistanz, also dem Abstand der Erde
zum subsolaren Punkt, und dem Radius des Schweifes bei ungefahr zehn Erdradien
vorgeben werden. Die Beschaffenheit des Schweifes kann mittels eines sogenannten
Streckparameters variiert werden zwischen dem Vakuumfall ohne Plasma und dem
Fall einer Harris-Schicht. Dieser Parameter bestimmt, wie stark die Magnetfeldlinien
im Schweif gestreckt werden. Eine weitere Mdglichkeit besteht darin, die Magneto-
pause durchléssig zu machen, d. h. ein bestimmter Anteil der Feldlinien kann von ei-
ner Seite der Magnetopause auf die andere dringen. Die jeweilige Durchdringrate und
auch Richtung und Stéarke des interplanetaren Magnetfeldes kdnnen gewéhlt werden.
Da die zylindrische Form dieses Magnetospharenmodells eine plausible Naherung an
die wirkliche Form einer Magnetosphdre ist und sich zudem die physikalischen Mo-
dellparameter unabhdngig voneinander einstellen lassen, soll in Kapitel 3 das Modell
zum einen nédher beschrieben und zum anderen flir parametrische Studien erweitert
werden. Ein weiterer Vorteil dieses Modells ist, dal es sich einer recht unkomplizier-
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ten mathematischen Beschreibung bedient, die sich auch rechentechnisch schnell um-
setzen laRt. Somit kann man innerhalb kurzer Zeit das Magnetfeld an vielen verschie-
denen Orten bestimmen, was z. B. bei der Berechnung von Teilchenbahnen notwendig
ist. Kapitel 4 und 5 zeigen einige Anwendungen dieses Modells, wie z. B. Feldlinien
verschiedener Magnetfeldkonfigurationen oder Teilchenbahnen.

Das Voigtsche Modelle wurde nicht nur erfolgreich fir die Erdmagnetosphére verwen-
det (Voigt, 1981; Hilmer und Voigt, 1995), sondern auch zur Beschreibung der ma-
gnetosphdrischen Magnetfelder anderer Planeten, wie Merkur (Grosser et al., 2004),
Neptun (Moigt und Ness, 1990) und Uranus (Voigt et al., 1987).
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Magnetospharenmodells

Im vorangegangen Kapitel wurden verschiedene Magnetospharenmodelle vorgestellt
und es wurde diskutiert, inwiefern sie sich fur parametrische Studien eignen. Als po-
tentialtheoretisches Modell bietet das Modell von Voigt (1981) die Mdglichkeit, auch
Magnetfeldkonfigurationen zu untersuchen, die deutlich von der heutigen Situation
abweichen. Denn die Parameter, die die Geometrie der Magnetosphére und das inne-
re Erdmagnetfeld bestimmen, sind frei wéhlbar. Auch 188t sich das Modell rechen-
technisch einfach umsetzen. Um mehr Mdglichkeiten zur Modellierung des inneren
Erdfeldes zu haben, soll das Voigtsche Modell, das lediglich einen Dipolanteil bertick-
sichtigt, um einen Quadrupolterm erweitert werden. Die Modellierungsidee und die
meisten Ansatze sind aus Voigt (1981) tbernommen.

3.1. Koordinatensystem und Geometrie der
Modellmagnetosphare

Die Geometrie der Magnetopause wird in diesem potentialtheoretischen Modell fest
vorgegeben, so wie in Abbildung 3.1 zu sehen ist. Die Form der Magnetosphdre wird
auf der Nachtseite durch einen halbunendlichen Zylinder mit dem Radius R, darge-
stellt, der auf der Tagseite durch eine Halbkugel mit demselben Radius R, abgeschlos-
sen wird.

Die Erde mit dem Radius R ist innerhalb der Halbkugel lokalisiert, d. h. die Stan-
doffdistanz Ry ist kleiner als Ry,,. Zur mathematischen Beschreibung wird ein weiterer
Abstand b eingefuhrt mit b = R, — R, der die Strecke von der Erde zum Mittelpunkt
der Halbkugel wiedergibt.

Zur Herleitung und Berechnung des Magnetfeldes innerhalb der Magnetosphare wer-
den zwei verschiedene Koordinatensysteme verwendet, die beide in Abbildung 3.1
dargestellt sind. Im GSE-System (Geocentric Solar Eclyptic) befindet sich die Erde im
Ursprung des Koordinatensystem. Die x-Achse zeigt in Richtung Sonne. Die Ekliptik
der Erde wird durch die x- und y-Achse aufgespannt. Die z-Achse ist dann senkrecht
zu den anderen beiden Achsen. Auf Grund der zweigeteilten Geometrie der Magne-
tosphare in Halbkugel und Zylinder wird das Modellierungskoordinatensystem, kurz
M-System genannt, eingefiihrt. In diesem befindet sich der Mittelpunkt der Halbkugel
im Ursprung des Koordinatensystems und zwar genau im Zentrum der Schnittflache
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Abbildung 3.1.: Magnetospharengeometrie nach Voigt.

zwischen Halbkugel und Zylinder. Die z-Achse zeigt in Schweifrichtung. Die EKliptik
wird in diesem Fall durch die z- und y-Achse aufgespannt. Die x-Achse steht senkrecht
zu anderen beiden Achsen. Damit beschreibt z < 0 die Kugel und z > 0 den Zylin-
der. Durch diese Wahl des Koordinatensystems beschranken sich beide geometrische
Figuren auf jeweils einen Halbraum, was viele Rechnungen vereinfacht.

Die Transformation zwischen den beiden Koordinatensystemen ist gegeben durch:

Xgse = —(Z2 + D), Yose =Y, Zge = X, (3.1

wobei die mit ,,gse” indizierten Grél3en die Koordinaten im GSE-System und die nicht
indizierten die Koordinaten im M-System sind.

Des weiteren werden sphérische Koordinaten auf der Tagseite, d. h. in der Halbkugel,
und Zylinderkoordinaten auf der Schweifseite im Zylinder verwendet. Die Transfor-
mation zwischen den kartesischen, spharischen und zylindrischen Koordinaten sind in
Anhang A.1 zu finden.

3.2. Modellannahmen und Modellierungsstrategie

Da sich das Magnetfeld nicht in allen Einzelheiten analytisch beschreiben I413t, mussen
Annahmen und Naherungen gemacht werden.
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Das Magnetfeld in der Magnetosphére setzt sich bei Voigt (1981) aus verschiedenen
Anteilen zusammen:

o dem Hauptfeld B, der Erde,

e dem Feld B, des aquatorialen Ringstromes,

e den Felder B und B, der Chapman-Ferraro-Strome,

e dem Feld B, der Schweifstrome und

e den Einflissen B, ; des interplanetaren Magnetfeldes (IMF).

Fur das Hauptfeld B, der Erde wird eine Multipolentwicklung angesetzt. Voigt (1981)
beschrénkt sich dabei auf einen Dipol. In dieser Arbeit setzt sich das Erdfeld aus Dipol
und Quadrupol zusammen; ein Ansatz fur die Hinzunahme von weiteren Multipolter-
men wird in Abschnitt 3.10 gegeben. Sowohl Dipol als auch Quadrupol befinden sich
im Zentrum der Erde und sind in Starke und Richtung frei wahlbar.
Den Ringstrom kann man in erster N&herung im Fernfeld als Dipol modellieren. Nach
dem Biot-Savart-Gesetz lait sich das Magnetfeld B, einer Leiterschleife mit dem Ra-
dius a oder eines Ringstromes im Abstand r in der Ebene der Leiterschleife darstellen
durch
B . Mol po2nla® - pomy
T2 4r 3 Ap 3
Hierbei ist | die Stromstarke. AuRerhalb des Ringstromes entspricht dieses Magnetfeld
genau dem Feld in der Aquatorebene eines magnetischen Dipolmoments m,. = 2rla?.
Um nicht das Haupt- und das Ringstromfeld mit zwei Termen in die Rechnung einge-
henzulassen, arbeitet man stattdessen mit einem modifizierten Dipolmoment m + m,
fur das Hauptfeld, so dal? B, nicht als eigener Term auftritt (Moigt, 1981; Stern, 1985).
Durch die Chapman-Ferraro-Strome wird das Magnetfeld innerhalb der Magnetospha-
re, das sich aus dem Hauptfeld der Erde B, und dem Feld der Schweifstrome B, zu-
sammensetzt, vom interplanetaren Magnetfeld B, . auBerhalb der Magnetosphare ge-
trennt. Das von den Chapman-Ferraro-Stromen erzeugte Magnetfeld wird zum einen
durch das Feld B innerhalb der Magnetosphéare und zum anderen durch das Feld B,
aullerhalb der Magnetosphare beschrieben. Bei einer geschlossenen Magnetosphére
dringen keine Magnetfeldlinien durch die Magnetopause hindurch. Mathematisch be-
deutet dies, dal3 die Normalkomponente des Magnetfeldes auf der Magnetosphére ver-
schwinden muR. Dabei schirmt By das innere Magnetfeld und B, das interplanetare
Magnetfeld ab, so daf} beide nicht durch die Magnetopause dringen kdnnen. Beide
Magnetfelder B und By, lassen sich als Potentialfelder darstellen.
Bei Voigt (1981) wird das Magnetfeld B; der Schweifstréme auf der Nachtseite, d.
h. im Zylinder nicht durch ein komplexes Stromsystem beschrieben, sondern es wird
versucht, den Effekt, den diese Strome hervorrufen, zu modellieren. Dies geschieht,
indem man die Magnetfeldlinien auf der Nachtseite in Richtung des Schweifes streckt.

(3.2)
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Bei einer ideal abgeschlossenen Magnetosphére treten keine Magnetfeldlinien durch
die Magnetopause hindurch. Ist sie hingegen nicht abgeschlossen, so dringt ein be-
stimmter Anteil ¢; des inneren Magnetosphérenfeldes nach auf3en und ebenso ein be-
stimmter Anteil c, des interplanetaren Magnetfeldes nach innen durch die Magneto-
pause hindurch. Dies ist eine sehr vereinfachte Betrachtungsweise, um die Rekonnexi-
on von Feldlinien zu modellieren. Zundchst wird das Magnetfeld einer geschlossenen
Magnetosphére berechnet. Durch unterschiedliche Gewichtung der einzelnen Felder
innerhalb und auf3erhalb der Magnetosphére Iai3t sich dann eine offene Magnetosphare
darstellen.

Zusammengefalt ergibt sich flr das Magnetfeld B, innerhalb der Magnetosphére und
B, auerhalb der Magnetosphare (Voigt, 1981):

B, = Be+ B +(1-¢Ci)By +CaByy. (3.3a)
Ea = Eimf + (1 - Ca) cha + Ci(Ee + EJ) (3-3b)

Die Strategie der Modellierung ist folgende: Es werden nur statische Prozesse betrach-
tet. Dabei sollen innerhalb des Modellierungsgebietes keine Strome flieRen. Das heif3t
also, dal} alle Magnetfelder sich aus skalaren Potentialen herleiten lassen. Gesucht
wird, wie bereits in Abschnitt 2.1 gezeigt, eine Losung der Laplacegleichung V2B = 0,
diesmal allerdings in einer spharisch-zylindrischen Geometrie und unter Beriicksich-
tigung einiger Randbedingungen. Die zweigeteilte Geometrie der Magnetosphére be-
dingt, dal} die Losungen fir das Magnetfeld in der Halbkugel und dem Zylinder ge-
trennt berechnet werden. Folgende Randbedingungen miissen beachtet werden:

¢ Mit Ausnahme des Erdmittelpunktes missen die Felder tberall endlich sein und

sollen mit zunehmender Entfernung von der Erde kleiner werden, so dal? sie im
Unendlichen verschwinden:

B(rgse > 0) < oo, (3.4)

B(rgee = ) = 0. (3.5)

Letztere Bedingung ist nur fur den offenen Schweif relevant, weil in alle anderen

Richtungen der Betrachtungsraum durch die Magnetopause begrenzt und damit
endlich ist.

e Das Magnetfeld soll flir eine geschlossene Magnetosphére berechnet werden, so
dal? auf der Magnetopause keine Normalkomponente des Gesamtmagnetfeldes
existiert:

“(Bg + Be+ B;) =0 innerhalb der Magnetosphére, (3.6a)

(B4, + By) =0 aulRerhalb der Magnetosphare. (3.6b)

1> D>
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3.3. Inneres Magnetfeld der Erde

e Da die Berechnung des Magnetfeldes in Halbkugel und Zylinder getrennt er-
folgt, muR an der Schnittebene zwischen beiden geometrischen Koérpern, also
bei z = 0, das Magnetfeld stetig ein:

EHankugeI (z2=0)= Ezwnder (z=0). (3.7)

Der Losungsansatz fur die Laplacegleichung kann ber das Seperationsverfah-
ren gefunden werden. Die Laplacegleichung ist entweder in zylindrischen oder
in spharischen Koordinaten separierbar, nicht aber in beiden Koordinatensyste-
men gleichzeitig. Daraus ergibt sich, dal die z-Komponente des Feldes in M-
Koordinaten nicht stetig ist. Als abgeschwéachte Randbedingung wird deshalb
zundchst gefordert, dal3 an der Schnittebene zwischen Halbkugel und Zylinder
das skalare Potential statt des Magnetfeldes stetig sein mufR.

Ualbkugel (Z = 0) = Uzyiinger (Z = 0) (3.8)

Hieraus ergibt sich automatisch auch die Stetigkeit der x- und y-Komponenten
des Feldes. Um auch eine Stetigkeit der z-Komponente zu erhalten, wird ein ite-
rativer Prozel} verwendet, der samtliche Entwicklungskoeffizienten ,,verbessert®.

Vorgegeben wird das innere Magnetfeld B, der Erde (Abschnitt 3.3) und das interpla-
netare Magnetfeld B, .. Als erstes wird das Magnetfeld innerhalb und auferhalb der
Halbkugel berechnet. Die abschirmenden Magnetfelder B und B, der Chapman-
Ferraro-Strome werden ber ein skalares Potential angesetzt, welches durch eine Ku-
gelfunktionsentwicklung ausgedrtickt werden kann. Um die Koeffizienten dieser Ent-
wicklungen zu bestimmen, werden die Randbedingungen aus den Gleichungen (3.6a)
und (3.6b) ausgenutzt (siehe Abschnitt 3.4). Zweiter Schritt ist dann die Berechnung
des Magnetfeldes im Zylinder. Auf Grund der dortigen Geometrie wird ein Bessel-
funktionsansatz gewéhlt, der die Randbedingungen einer geschlossenen Magnetosphé-
re bereits erflllt. Um nun die Koeffizienten dieses Ansatzes zu bestimmen, wird die
Stetigkeit des Potentials an der Schnittebene bei z = 0 verwendet (Abschnitt 3.5). Als
letztes werden die Koeffizienten optimiert, damit auch die Stetigkeit des Magnetfeldes
gewabhrleistet ist (Abschnitt 3.8).

3.3. Inneres Magnetfeld der Erde

Nach den Uberlegungen der Abschnitte 2.1 und 3.2 14Bt sich das innere Magnetfeld
B, der Erde durch den Gradienten eines skalaren Potentials u. darstellen:

B, = —oVUe mit Vaue = 0. (3.9

In dieser Arbeit wird als Ansatz fir das Potential ue der Erde eine Uberlagerung ei-
nes Dipolpotentials ug und eines Quadrupolpotentials uy verwendet, wie sie bereits in
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Kapitel 2.1 eingeflihrt wurden:

T
1 m-r 1 Lgse2£gse

— —gse
Ug = — und Ug = —
d A 97 8r

(3.10)

3 5
rgse rgse

Da sémtliche Berechnungen im M-Koordinatensystem durchgefihrt werden, mussen
die in Gleichung (3.10) angeflhrten Potentiale von GSE- in M-Koordinaten transfor-
miert werden. Hierbei werden aber nur die Ortsvektoren r . transformiert, nicht aber
die Multipolmomente m und Q. Diese werden in der gesamten Arbeit stets in GSE-

Koordinaten verwendet, obwohl sie keinen entsprechenden Index tragen.

Dipolmoment
Dipolpotential in kartesischen GSE-Koordinaten:

Ug = — = 3.11
g G+ Vet ) G40
Umrechnung in M-Koordinaten mittels Gleichung (3.1):
—My(z + b) + myy + m,Xx
_=my( ) yy + Mg (3.12)

Ug =
‘ 4n[(z +b)2 + y2 + x2]%/?

Quadrupolmoment
Quadrupolpotential in kartesischen GSE-Koordinaten (Q ist symmetrisch und es gilt

Spur(Q)=0):

Lgsegigse Qxxxése + nyyése — (Qu + ny)zése
8rrs, B(XCg + Y2io + 2255)52
2Qyy XgseYgse + 2QxXgseZgse + 2Qy7YgseZgse
Br(Xese + Yase + Z3s0)*?

Uq:

(3.13)

Umrechnung in M-Koordinaten mittels Gleichung (3.1):

_ Qxx(Z + b)2 + nyy2 - (Qxx + ny)X2
8r(z + b)? + y2 + x2|*?
~ 2Qyy(z + b)y — 2Q,x(z + b)X + 2Qyyx
8x[(z +b)2 +y2 + x2]*?

q

(3.14)

Fur das Gesamtpotential ue und das Magnetfeld B, ergeben sich dann in kartesischen
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3.4. Magnetfeld in der Halbkugel

Koordinaten:
_ —My(z+b) + myy +m,X
© Anf(z+ D)2 +y2 + X2
N Qux(z + b)? + nyy2 — (Qx + ny)X2
8x[(z +b)2 +y2 + x2]*?
. —2Qxy(z + b)y — 2Qx(z + b)x + 2Qyzyx.

3.15
8x[(z + b)? + y2 + x2]*/? (319)
Inneres Erdmagnetfeld: B, = —uoVUe = —uoV(Ug + Ug)
B.. - Mo (M 3xay
Y P
(Qxx + ny)x + sz(z + b) - Qyzy 5X8.q
- 5 T (3.16a)
B _ HMo(My 3yaq
A AV
QuY — Qx(z +b) + QX  5Syaq
+ s ~ o (3.16b)
Mo (—My  3(z +Db)ag
Bez= ~ x|\ @ T T 8
Qxx(Z + b) - Qxyy - szX 5(2 + b)aq
- 1
+ 5 T (3.16¢)
mit r = /(z+b)2+y2+ %2,
ag = —My(z + b) + myy + m,x,
q = Qu(z + b)2 + nyy2 — (Qu + ny)X2
— 2Qyy(z + b)y — 2Qx(z + b)X + 2Qy,xy

3.4. Magnetfeld in der Halbkugel

Um das Magnetfeld in der Halbkugel zu berechnen, werden sphérische Koordinaten
verwendet, wie sie in Abschnitt 3.1 und A.1 eingefiihrt worden sind.

Das Magnetfeld in der Halbkugel besteht aus dem inneren Feld B, der Erde, das bereits
im vorangegangenen Abschnitt 3.3 berechnet wurde, und dem Feld B der Chapman-
Ferraro-Strome. Das Magnetfeld B, der Schweifstrome wird zunachst weggelassen
und erst in Abschnitt 3.6 hinzugenommen.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Da die Chapman-Ferraro-Strome an sich in diesem Magnetosphérenmodell nicht wei-
ter von Interesse sind, soll lediglich das Magnetfeld, das diese Strome erzeugen, mo-
delliert werden. Die Idee dieser Modellierung ist folgende: Auf der festvorgegebenen
Magnetopause wird die Verteilung der Normalkomponente des inneren Feldes B, be-
rechnet. Um die Randbedingung (3.6a) zu erftllen, wird ein zusétzliches Magnetfeld,
namlich das Feld der Chapman-Ferraro-Stréme B, eingefihrt, das so konstruiert ist,
daB die Normalkomponente des gesamten Magnetfeldes B = B, + B auf der Ma-
gnetopause verschwindet.

Da die Magnetopause als infinitesimal diinn angesehen wird und die Chapman-Fer-
raro-Strome nur dort lokalisiert sind, wéhrend auf3erhalb dieser Schicht keine Stro-
me flielen sollen, kann das aus den Strémen resultierende Magnetfeld mittels eines
skalaren Potentials dargestellt werden.

Aufgrund der sphérischen Geometrie der Magnetopause auf der Tagseite wahlt man fur
das Potential des Magnetfeldes, das durch die Chapman-Ferrarostréme erzeugt wird,
eine Entwicklung nach Kugelflachenfunktionen, bei der die Quellen des Feldes aulRer-
halb einer Kugel mit dem Radius Ry, liegen (Moigt, 1981):

Ugi = 1 Z Z L —(aX coskA + b¥sink)PK(cos®), firr < R, (3.17)

Das Potential wird so angesetzt, daR die Koeffizienten ak und bk die Einheit nT haben.
Um diese Koeffizienten zu bestimmen, verwendet man die Randbedingungen (3.6a),
die besagen, daR auf der Magnetopause bei r = R, die Normalkomponente des Feldes
verschwinden muR. In sphérischer Geometrie entspricht die Normalkomponente i - B
der radialen Komponente B,. Demnach ist:

” 0
n- (Ee + Ecﬁ) =Ber+Bei,=0 = Ber=-Bgir= ,UOEucf

Die rechte Seite dieser Gleichung erhalt man aus der Ableitung des Ansatzes (3.17)
nach der Radialkomponente r:

(3.18)

¢S] n

nrt-l :

yo—ud. = Z Z n_l‘ (ak cos kA + b sink2)P™(cos ),
= g DR Ir=Ra

n

i Z(a cos kA + b¥sinka)PM(cos ). (3.19)

n=1 k=0

Um die linke Seite der Randbedingung (3.18) zu berechnen, wird das Potential u, des
inneren Magnetfeldes der Erde in kartesische Koordinaten umgewandelt, um daraus
die Radialkomponente des Magnetfeldes zu bestimmen. Ausgangspunkt ist also das
Potential in Gleichung (3.15), das mittels der Transformation (A.1) in sphérische Koor-
dinaten Gberfuhrt wird. Die anschlieRenden Umformungen werden unter Ausnutzung
der erzeugenden Funktion gemacht. Die Transformation wird ftr Dipol und Quadrupol
getrennt durchgefihrt.
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3.4. Magnetfeld in der Halbkugel

Das Potential ug flr den Dipol ergibt sich somit aus Gleichung (3.12):

(312) —Mx(Z + b) + myy + m,X
4n[(z +b)2 +y2 + x2]¥/?
(A1) —my(r cos & + b) + myr sin sin A + m,r sin cos A
4z[(r cos® + b)? + r2sin® @ sin® A + r2sin? ¢ cos? A]¥*
My (2 + cos®)
- 2 b b 3/2
4nr? (1 + (2)2 + 20 cos 9]
(mysin A + m,cos A) sin
+
2 b b 3/2
4nr [1+(2)2+ 22 cos ]

[ee)

-1

) m b)"

= 47r;‘(2 Z n(—F) P2(cos ¥)
1

n=

(mysin A+ m,cosd) <[ b\"*
L 47r|’22 Z - Pl(cos )

n=1

1 00 n+1 -
= — Z (_F) [~mynP2(cos ) + (M sin A + m, cos A)Px(cos )]
=1

47th?
n
1 00 b n+1
=: ?Z(——) [-nf;P%(cos ) + f,PL(cos )], r>b. (3.20)
A e\

Bei der mit (x) gekennzeichneten Umformung wurden die Ableitungen der erzeu-
genden Funktion (A.25) und (A.26) verwendet. Siehe hierzu im Anhang den Ab-
schnitt A.2.2. Man beachte, daf3 es sich hierbei um unnormierte Kugelfunktionen P}
handelt und nicht wie in der Geophysik tiblich um Kugelfunktionen in der Schmidt-
schen Normierung. Begriindet ist diese Wahl der Normierung in den verwendeten Ab-
leitungen der erzeugenden Funktionen, die sich nur fiir unnormierte Kugelfunktionen
ohne zusétzliche Faktoren in der angegebenen Form schreiben lassen. Gleiches gilt fur
die Kugelfunktionen, die bei der nachfolgenden Beschreibung des Quadrupolpotenti-
als auftreten.

Das Potential ue in spharischen Koordinaten, wie es in Gleichung (3.20) berechnet
wurde, ist nur gultig fir r > b. Grund hierfur ist der mit (x) gekennzeichneten Umfor-
mungsschritt, der sich nur durchfihren 1&R3t, wenn ‘F’ < 1. Hierbei sei auf die Definition
der erzeugenden Funktion in Gleichung (A.24) verwiesen.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Fir die Umrechnungen des Potential ug fur den Quadrupol geht man von der Glei-
chung (3.14) aus:

Uq (3;4) Qxx(z + b)2 + nyy2 - (Qxx + ny)X2
8x[(z + b)2 +y2 + x2]*?
—2Qxy(Z + b)y = 2Qx(z + b)Xx + 2QyX
’ 8n[(z + b)2 + y? + XZ]S/Z
a1 Qulrcosd +b)* + Qyr? sin? ¥ sin” A — (Qux + Qyy)r? sin® cos? A
- 8arS[1 + ()2 + 22 cos 9]
—2Qyy(rcos @ + b)rsindsin A — 2Q,,(r cos ¥ + b)r sin cos A
’ 8rrs[1 + (2)2 + 28 cos 9]
2Qy,r?sin® ¥ cos Asin A
8rrs[1 + (2)2 + 22 cos 9]
Qux(cos? 9+ (2)2+22 cos ) + Qyy Sin* ¥ sin® A — (Qux+Qyy) Sin* ¥ cos? A
8rr3[1 + (2)2 + 22 cos 9>
. —2(Qxy Sin A + Qy, Ccos /l)(E +cos ) sind + 2Qy, sin®¥cos Asin A
8rr3[1 + ()2 + 28 cos 9]

2
Qu 1+(2) +28cos9 - Lsin®
3 b b 5/2
8ar [1+(2)2 + 22 cos ]
2(Qxy SiN A + Q,, COS 1) (2 + cos9)sin ¥
- 3 ) b b 5/2
8nr [1+(2)2+22cos¥]
8rr [1+ ()2 + 22 cos 9]

00 n-2
© Q1 Z n(n — 1) (—2) P%(cos )
n=1

(;k)

8rr3 2

2(QyySind+ Qg C0s1) 1
8nrs 3 &

(3Qu + Qy) €05 21 — Qy,siN21 1 [ b\"?
- =y |-=] PZcos¥
8rr3 3 n=1( r) n(c0s ?)

~ 1 00 b n+1 . o
- o ; (_F) {—EQXXn(n ~ 1) P%(cos )
+ 2(QxzC0S A + Qxy sin 2)(n — 1) P1(cos )

+ [(3Qux + Qy) €05 22 — Qy, 5in 2] PA(cos 19)}, r>b.  (3.21)

(n—1) (_g)n—z Pl(cos )
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3.4. Magnetfeld in der Halbkugel

In der mit (**) gekennzeichneten Umformung wurden die trigonometrischen Bezie-
hungen cos? x = 1(1—cos 2x), sin®x = £(1+cos 2x) und cos xsinx = 2 sin 2x benutzt.
Bei der mit (x) gekennzeichneten Umformung wurden wieder die Ableitungen der er-
zeugenden Funktion (A.25), (A.27) und (A.29) verwendet.

In sphérischen Koordinaten ergibt sich dann fur das gesamte Potential ue

r

) n+1
U= — —— 3 (_9) {—n(mx + 21 Q) PY(cos )

n=1
+[(Mm; + %2 Qg) cos A + (My + L2 Q,y) sin 4] P(cos )
+ 2[(3Qu + Qyy) 005 21 — Qysin 24] P¥(cos ﬁ)} (3.22)

und die daraus resultierende Radialkomponente des Magnetfeldes B,
Lo 00 b n+2
o= 73 Z(n +1) (_F) {—n(mx + 22 Q) P2(cos ¥)

n=1

+[(Mz + %2 Qi) cos A + (My + %2 Qy) sin 4] Ph(cos )

+ 2 [(3Qu + Qyy) €0s 21 — Qy, 5in 2] P3(cos 19)} (3.23)
Die Koeffizienten ak und b¥ lassen sich nun durch einen Koeffizientenvergleich be-
stimmen, indem man die Gleichungen (3.19) und (3.23) in die Randbedingung (3.18)

einsetzt, so da man folgenden Ausdruck fiir das magnetische Potential der Chapman-
Ferraro-Strome innerhalb der Magnetosphare erhalt:

1 Sn+1( b\™/r)"
g ) ()|

n=1
— n(My + 22 Q) Pa(cos )
+[(Mm; + %2 Q) cos A + (my + 2 Qyy) sin 4] Pi(cos )

+ [ (2Qxx + Qyy) €05 21 — Qy, sin 21] P(cos 19)}. (3.24)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Unter Verwendung von B = —uoVug; lassen sich nun die Magnetfeldkomponenten
innerhalb der Magnetosphare bestimmen:

Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Strome in der Halbkugel:

0 n+2 n-1
- _ Mo AN
B“""llnbf*z(n”)( Rm) (Rm) {

n=1
— n(my + 22 Qx) Po(cos )
+[(Mm; + %2 Q) cos A + (My + L2 Qyy) sin 4] Pi(cos )

+ =[(% Qux + Qyy) €05 24 — Qy, 5in 24] PA(cos ﬁ)} (3.25a)
_#o Nl b L”‘l{
Bt 0= 73 nZ‘ n ( Rm) Rm
. AP%(cos 9)
- n(mx + 4_bl Qxx) #
dPL(cos )
0
AP3(cos ﬁ)}
09

+[(M, + BF Q) cos A + (My + %= Qyy) sin ]

+ 2 [(3Qxx + Qyy) €05 21 — Qy,5in 24]

(o)

Mo n+1({ b\™/(r ”_1{
Bd"/l_47rb3z n (Rm) Rm

n=1

(3.25h)

Pl(cos)
sin
P2(cos ﬁ)}

+ 2 [-(3Qx + Qy) sin 24 — Qy, c0s 21] e

+[—=(m; + % Q) sin A + (M + % Q) cos 4]

(3.25c¢)

3.5. Magnetfeld im Zylinder

Im folgenden werden die Felder im Schweif berechnet. Hierzu werden Zylinderkoor-
dinaten verwendet, wie sie im Anhang in Abschnitt A.1 eingefuhrt werden.

Das Magnetfeld im Zylinder setzt sich aus dem Hauptfeld B, der Erde, dem Feld B
der Chapman-Ferraro-Strome und dem Magnetfeld B, der Schweifstrdme zusammen.
Zundchst soll lediglich das sogenannte Vakuumfeld bestimmt werden, in dem keine
Schweifstrome existieren. In Abschnitt 3.6 wird das Vakuumfeld dann um den Effekt
der Schweifstrome erweitert. Somit gilt fir das Potential des VVakuumfeldes:

Uy = Ue + Ucfi. (3.26)
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3.5. Magnetfeld im Zylinder

Das Dipol-Quadrupol-Potential ue wird genauso angesetzt wie auch bei der Lésung fiir
die Halbkugel. Das Potential der Chapman-Ferraro-Strome hingegen muf3 neu berech-
net werden, denn die Randbedingung (3.6a)

A B = oot= (st U) =0 fiir p =Ry (3.27)
op op

gilt nun statt auf einer Kugeloberflache auf einem Zylindermantel. Auch hier missen
auch die Randbedingungen (3.5), (3.4) und (3.7) bzw. die abgeschwachte Form (3.8)
erflllt sein. Folgender Ansatz fir das Potential u, 16st die Laplacegleichung Au = 0 in
Zylinderkoordinaten und erftllt zudem die eben genannten Randbedingungen (Moigt,
1981):

Z(cKi coskep + d; Sinke) J(2L) e /Rn, (3.28)

0 i=0

UV:

(9]

k

Hierbei sind Jy(Xkip/Rm) Besselfunktionen der Ordnung k und X; die Nullstellen der
Ableitung der Besselfunktion. Die Parameter cy; und di; sind noch zu bestimmende
Koeffizienten. Dieser Ansatz beinhaltet bereits das Potentialfeld der Erde ue und das
Potential der Chapman-Ferraro-Strome ucs;.

Um die Koeffizienten cy; und dy; zu bestimmen, wird die Bedingung (3.8) ausgenutzt,
dal’ das Potential an der Grenzflache zwischen Halbkugel und Zylinder, also bei z = 0
bzw. 9 = /2, stetig ist.

Dazu wird auf der einen Seite das zusammengesetzte Potential der Gleichungen (3.15)
und (3.24) in der Halbkugel und zum anderen der Ansatz (3.28) im Zylinder an der
Stelle z = 0 verglichen. Um einen Koeffizientenvergleich durchfiihren zu kénnen, wird
das Potential der Halbkugel zunéchst in zylindrische Koordinaten tberfuhrt. Der Ein-
fachheit halber werden die einzelnen Anteile getrennt von einander umgeformt.

Dipolpotential:

u, G2 -My(z + b) + myy + m,x
4n(z + b)2 + y2 + x2]¥2
(A5) —My(z + b) + myp sing + Mz coS ¢
4r[(z + b)2 + p?]*?

(3.29)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Quadrupolpotential:

(3&4) Qxx(z + b)2 + nyy2 - (Qxx + ny)X2
. 8n[(z + b)2 +y? + x2]5’/2
. —2Qxy(z + b)y = 2Qx(z + b)x + 2Q¥X
8r[(z+b)2 +y2 + x2]5/2
(A_.5) Qxx(Z + b)2 + prz sin2 ¢ - (Qxx + ny)p2 COSZ ¢
- 8n[(z + b)? + ,oZ]E’/2
. —2Qu(z + b)psing — 2Qx(z + b)p cos ¢ + 2Q,,0? cos ¢ sin ¢
8r[(z + b)? +p2]5/2
Qux(Z + b)? = 3Quxp® — 2(Quy SiN§ + Q2 COs P)p(z + b)
8x[(z + b)2 + p2]”*
N _((%Qxx + ny) C0S2¢ — QyZSin 2¢)P2
8x[(z + b)2 + p?]”*

(3.30)

Potential der Chapman-Ferraro-Stréme:
(3.24) 1 < n+1 b " ry n-1 0
Ui = W Z e —R—m R_m {—n(mx + Ty QXX) Pn(COS 19)

n=1
+[(Mm; + %2 Q) cos A + (my + L2 Q,y) sin 4] P(cos )

+ Z[(2Qux + Qyy) €0S 21 — Qy, sin 21] P(cos ﬁ)}

(A10) 1 irﬂ(_ﬂ)nﬂ{@)n{—n(m + 222 Qu) Pa(—=)
X b XX n

47Tb2 o1 n Rm Rm W
+ [(M, + %2 Q) COs ¢ + (My + T2 Qyy) sing] PX( \/:2?)

+ 2[(2Quc + Qyy) 05 26 — Qz5in 26 PY( @)} (3.31)

Betrachtet man nun das Gesamtpotential u = ug+Uq+Ug; an der Stelle z = 0 und sortiert
die Terme nach dem Grad der Harmonischen der trigonometrischen Funktionen, so
erhalt man

u= %{mxf(?(p) + Qxxf(?(p)
+ M. f(0) + Quef(0)] cos ¢ + [my f(0) + Quy f,(0)] siN P
+ (3Quc + Q) 12(0)] 05 26 + Q, F(0) sin 2¢} (3.32)
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3.5. Magnetfeld im Zylinder

mit den lediglich von p abhdngenden Funktionen fkOI und fﬂ:

W) = s Z(n+1)(n—1)(—%)M(Rﬁm)npﬂ(0), (3:330)
£9(0) = m 1 i nLnl (_Rﬂm)n+l(R£m)n PL(0), (3.33c)
£(0) = ﬁ o Z w ( Rbm)m (Rﬁm)npﬁ(O), (3.33d)
£3(p) = za)Tp;)S/z 6; nZ; % (_le)m (Rﬁm)n P2(0). (3.33¢)

Die Funktionen fkd’q sind radiale Funktionen, das heif3t sie hdngen nur von p ab. Ver-
gleicht man nun Gleichung (3.32) mit dem Ansatz (3.28) an der Stellez =0

[C o)

= Z(ck. cos ke + di; sinke) Ju(H2), (3.34)

k=0 i=0

so ergibt sich dann

QXX

i Co, Jo(%)

= T_ Z 0i Jo(L) + == QXX Za Jo(7R2) (3.35a)

7 o) + 5= 15(o)

My 4 Qycq, y . N\ Xui p
2 o)+ 1) = Zodl. L(CR?
. _y N X1|p QXY X1|P
=t ZO: B+ Za (3.35b)

T 190) + fq(p) = ch. h(RE

(o)

Z 3(LL) + =2 QXZ Z aj; Jy (e (3.35¢)

i=0

|
SRR

1Qxx + Q X2|p X2i P
- 2% Pi(p) = 3 py = Za Jo(%L (3.350)
22430p) = ZO o) Jo(122) —:;a (s (3.35¢)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Die radialen Funktionen f¥ lassen sich nun in Fourier-Bessel-Reihen (siehe im An-
hang in Abschnitt A.3.2) entwickeln, wobei xy; die Nullstellen der Ableitung der Bes-
selfunktion sind:

fieh= > Al (D). (3.36)
i=0

Um die Koeffizienten a‘k"f zu bestimmen, wird die Orthogonalitatsrelation der Bessel-
funktionen, wie in Abschnitt A.3.2 beschrieben, verwendet und man erhalt:

Rm

[ #0aced (337)

0

agd = -
“RZ[L - RO

Da die Funktionen f,f’q recht kompliziert sind, lassen sich diese Integrale nicht mehr
analytisch 16sen, sondern missen numerisch ausgewertet werden.

Geht man nun zuriick in den Ansatz (3.28), so schreibt sich das Potential fur das Va-
kuumfeld im Zylinder wie nachstehend angegeben:

Uy = % ;[(mxag’i + Qual) Jo(3eL) g iR
+ (mzaii + sza(l]’i) CoS ¢ Jl(%) @ %Li Z/Rm
+(mya; + Qxay;) sing Jl(%) e~ Z/Rm
+ (%Qxx + ny)agi C0S 2¢ JZ(%) p—*2i Z/Rm

+ Qyay; Sin2¢ Jp(ZL) e #Rn|, (3.38)

Das Magnetfeld wird durch Gradientenbildung B = —uoVu(p, ¢, z) aus dem Potenti-
al bestimmt. Flr die Ableitung der Besselfunktionen wird auf die Rekursionsformel
(A.43) zuriickgegriffen.
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3.6. Hinzunahme der Schweifstréome

Vakuumfeld im Zylinder:

Mo X[ Xai d q X0i Py a=¥oi Z/Rm
BV,p = E ;[R_m(mxao,i + Qxxao’i) Jl(ﬁp) g0

X .
¢ 2 e + Q) 005 [342) — ()] e
m

* ZX?U(mya(lj,i + Qxya ) sing [J2 (Xl'p) J (Xl'p Je™™ R
m

ZX%(%QXX + ny)a CcOoSs 2(]) [J3(X2IP) J (XZIP ] _X2,i Z/Rm
m

+ o Queal 5in26 [J5(4L) - 31 (5L e 7R (3.39)
m

,Ll() 1 d H X1,i —X1j
Bvy = . ;‘L{—)(mzal,i +QuxAy)) sing J(RE)e™ Z/Rm

1 i .

— =(myaf; + Qual;) cos¢ J;(F5L) e #/Rn
2 1 i .

+ /—)(%QXX + Qy)aj; sin2¢ J(%4L) e R

2
- —Qyza2I C0S 2¢ Jo(FL) €72 4R (3.40)

_ Mo 0,i d Xi —%0, Z/Rm
Bv,z = E ;[R_m(mxao,i + Qxxag’i) \]O(ﬁp) e “

Xy DN
+ R—'(mza‘ii +Qua;) c0s ¢ Jy(FRE) e #R
m
X1 . . .
+ %(mya‘ii + Qua;) sing Jy(HL) e u
m

Xoj .
RZ’I (3Qx + Qy)ag; cos2¢ (L) e ¥R
m

Xo, . - -
+ %Qyzag,i sin 2¢) Jp(722) @72 %R (3.41)
m

3.6. Hinzunahme der Schweifstrome

Wie bereits mehrfach erwéhnt, wird der Schweifstrom bei Voigt (1981) nicht als Strom
modelliert, sondern es wird lediglich der Effekt, den diese Strdme erzeugen, durch eine
Streckung der Feldlinien wiedergegeben. Das Vakuumfeld soll also durch ein Magnet-
feld B, ersetzt werden, dessen Feldlinien im Schweif gestreckt sind. Um dieses Feld
zu konstruieren, werden die p- und ¢-Komponente des Vakuummagnetfeldes B, um
den Faktor A gestaucht, wobei A zwischen 0 und 1 variieren kann. Das Vakuumfeld
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

wird dann durch A = 1 wiedergegeben und der Fall einer Harrisstromschicht mit 4 = 0
(siehe Abbildung 3.2).

Die Divergenzfreiheit dieses Feldes V - B, = 0 wird gewdbhrleistet, indem der Expo-
nentialfaktor von e=*i'#Rm in g=i-Z/Rm (1hergeht. Das Magnetfeld Iakt sich dann wie
folgt schreiben:

Magnetfeld der Schweifstrome:

,UO/l 0,i i e
Bj’p T A Z[R I(mxam + Qxxa )Jl(%) g X0 Z/Rm

i—0

+ 2Xé| (mza1| + sza ) COS¢[J (Xllp (Xllp ] _/lxl,i 2/Rm

+ (mya1| + Qxya ) SIn¢[J2(X1'p) J (Xllp ] o~ Z/Rn
X2|

+ ( Qux + ny)a C0S 2¢ [Jg(xz'p J (lep le p~4%2i 2/Rmn

+ HQYZa sin2¢ [Jg(xzup (qup ] p~%2i Z/Rm (3.42)
m

pod <[ 1 N
Bio =7 Zo:[;(mza‘ii +Quaf;) sing Jy(F5L) e /R
i=

l i p— .

B l—)(”lyaii + Qxyaii) C0S ¢ J1 (222) g~ i Z/Rm
2 _ o

+ ;(%Qxx + ny)fslgi Sin 2 Jo(22L) g%i 2/Rm

2 .
— —Qyz83; C0S2¢ Jo(7RE) e~ Ve /i (3.43)
p 3

Mo [Xoi g Q) 3 (22LY g% 2R

X1 |
+ —Rl" (mza‘ii + Q] 1) Cos¢J; (Xl'P) g% Z/Rm
m
X i - . .
L R (mya‘ii + Qua})) sing Jy (2LL) e~/
X2|

+ ( Qux + Quy)aj; C0s 2¢ Jp(%4L) e~ bei #Rm

m
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3.6. Hinzunahme der Schweifstréome

Bei dieser Darstellung gibt es Probleme mit dem kontinuierlichen Ubergang des Ma-
gnetfeldes von der Halbkugel in den Zylinder. Um diese zu verhindern, setzt man das
Magnetfeld im Zylinder aus

_1
B=3(B,+B)

(3.45)
zusammen (Voigt, 1981). So gewahrleistet man zum einen den glatteren Ubergang
vom erdnahen Magnetfeld zu den gestreckten Feldlinien im Schweif und zum ande-
ren, dal B = B, fiir 4 = 1ist, weil dann B, = B, gilt. Im Fall des Vakuumfeldes
(Abbildung 3.2a) sind alle Feldlinien im Schweif geschlossen.

Durch die extreme Streckung der Feldlinien (1 = 0), gehen viele der Schweiffeldli-
nien in offene Feldlinien Gber (Abbildung 3.2b). Einen solchen Feldlinienverlauf er-
halt man bei der Simulation einer Stromschicht, die sich in der Aquatorebene in den
Schweif hinein erstreckt. Als realistischen Wert fir das heutige Erdmagnetfeld gibt

20F T T T T T T T T T T T T

10F

2 o ]
N
“10F ]
-20 k¢ T T T T I T L L L L L |
-40 30 20 -10 0 10 20
X[Re]
(@) Vakuumfeld, 2 = 1.
20F T T T T T T T T | 20F T T T T T T T T T T T |
101 101
2 of {2 of
N N
-10F -10F
-20 0 I n 1 1 L L L L | 20t I I I I 1 1 1 1 L L L o
-40 -30 -20 -10 0 10 20 -40 -30 -20 -10 0 10 20
X[Re] X[Re]

(b) Feld mit Schweifstrom, A = 0.

(c) Feld mit Schweifstrom, 4 = 0.15
wird von Voigt (1981) als realistisch an-
genommen.

Abbildung 3.2.: Einflul des Streckparameters A auf ein zonales Dipolfeld.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

\oigt (1981) einen Wert 2 = 0.15 an. Dieser Wert wurde bei der Anpassung des Mo-
dells an gemessene Daten empirisch bestimmt.

3.7. Beitrag des interplanetaren Magnetfeldes

Das Magnetfeld auRerhalb der Magnetosphére setzt sich zusammen aus dem inter-
planetaren Magnetfeld B, ., kurz IMF genannt, und dem Magnetfeld der Chapman-
Ferraro-Strome B . Das interplanetare Magnetfeld wird als homogen angenommen.
Die in GSE-Koordinaten gegeben Feldkomponenten lassen sich nach der Transforma-
tionvorschrift (3.1) in M-Koordinaten umwandeln.

Interplanetares Magnetfeld: B,

Bimf,x = Bimf,gse,z (3468-)
Bimf’y = Bimf,gse,y (346b)
Bimf,z = - Bimf,gse,x (3-46C)

Um die Magnetfeldbeitrdge der Chapman-Ferraro-Strome zu bestimmen, werden wie
bereits beim Feld innerhalb der Magnetosphare die beiden geometrischen Teilkdrper
der Magnetosphare getrennt betrachtet.

Zunéachst wird das Magnetfeld aul3erhalb der Halbkugel bestimmt. Wie bereits in Ab-
schnitt 3.4 erléautert, 146t sich das Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Strome aus einem
skalaren Potential ableiten. Fir das Magnetfeld auf3erhalb der Halbkugel 1aRt sich fol-
gender Ansatz machen (\Voigt, 1981):

1 © N 1 Rn+2 .
Ugfa = — Z Z ———T_ (a5 coska + by sinkA)Pp(cos 9), r > R, (3.47)
Mo edn+1r

Die Koeffizienten ak und bX kénnen mit Hilfe der Randbedingung (3.6b) bestimmt
werden, die besagt, daB es keine Normalkomponente auf der Magnetopause gibt. Dazu
wird die Normalkomponente berechnet, die gleich der radialen Komponente ist, die aus
dem in Gleichung (3.47) gegebenen Potential abgeleitet werden kann:

d >y x h+ 1RN2
B = — —Uu = - - m
cfa,r ,uoar cfa n§:l k§:0 Nt 12

Rm(aﬁ cos kA + b¥ sink2)PT(cos )

r=

o) n
= Z (aX cos kA + b¥ sin k2)P™M(cos ). (3.48)

n=1 k=0

Zum anderen muB das interplanetare Magnetfeld aus den Gleichungen (3.46a)-(3.46¢)
in Kugelkoordinaten umgewandelt werden. Die hierfiir notwendige Koordinatentrans-
formation ist im Anhang in Abschnitt A.1 zu finden. Aus Gleichung (A.3) ergibt sich
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3.7. Beitrag des interplanetaren Magnetfeldes

dann fir die Radialkomponente des interplanetaren Magnetfeldes

Bimt; = Bintx SN €0S A + By SN Sin A + By, COS . (3.49)

Der Koeffizientenvergleich Bimg ,ly=r,, = —Bctaplp=r, 2€igt, dal in der Kugelfunktions-
entwicklung im Ansatz (3.47) alle Koeffizienten aX und b¥ auRer a2, at und bl gleich
Null sind. Und man erhélt fir das magnetische Potential der Chapman-Ferraro-Strome

aullerhalb der Magnetosphére die folgende Beziehung:
RA

Zlu rZ(Bimf'z Pg + Bimf’X cos A Pi + Bimf’y sinA Pi) (350)
0

Ucta = —

Hierbei ist Py’ = P{Y(cos ). Durch Gradientenbildung B, = —uoVuca lassen sich die
Magnetfeldkomponenten aufRerhalb der Halbkugel bestimmen:

Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Strome aul3erhalb der Halbkugel:
Rm 3 0 1 H 1
1 (Rm\® dP? dr} dP}
Betas = —(—”‘) Bints =t + Bingx COS A =t + Bipgy SN A -t 3.51b
cfa, 2\t ( imf,z a9 + Bimfx do + imfy | dﬂ) ( )
1 Rm ° : 1 1
Bda} = m (T) (_Bimf,x sinA Pl + Bimf,y cos A Pl) (351C)

Nun wird das Magnetfeld aul3erhalb des Zylinders hergeleitet. Die Normalkomponen-
te des gesamten Magnetfeldes, die in der Randbedingung (3.6b) betrachtet wird, ent-
spricht in der Zylindergeometrie der p-Komponente des Feldes und es folgt mittels
Gleichung (A.8):

Bimf’p = Bimf’X COS¢ + Bimf’y sin ¢ (352)
Das magnetische Potential der Chapman-Ferrarostrome auRerhalb des Zylinders laft
sich durch eine Reihenentwicklung beschreiben:

n+1

1«1 . R
Ucfa = ” Z ﬁ(cn cosng + dpsinng)——,  fir p > Ry, (3.53)
077 P

Die Koeftizienten c, werden nun durch einen Koeffizientenvergleich bestimmt. Dazu
betrachtet man die radialen Magnetfeldkomponenten auf der Magnetopause (o = Ry),
die sich aus den Gleichungen (3.52) und (3.53) ergeben. Es muR gelten:

Bimf,plp:Rm = - Bcfap|p=Rm
Binx COS ¢ + Bimry Sing = — Z(C” cosng + dy sinng) (3.54)
n=1
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Somit fallen alle Koeffizienten c, fir n # 1 weg und das Potential der Chapman-
Ferraro-Strome schreibt sich wie folgt:

1 R? :
Ucfqa = ———m(Bimfyx CO0S (]5 + Bimfyy SIn (]3) (355)
Ho p
Das Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Stréme auBerhalb des Zylinders leitet sich dann
durch Gradientenbildung B, = —uoVuca her.

Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Strome aul3erhalb des Zylinders:
Rm)’ _
Betap = — 7 (Binix COS ¢ + Biniy Sin¢) (3.564)
R 2
Betag = (?m) (—=Bintx Sin ¢ + Binyy COS ¢) (3.56b)
Betaz = 0 (3.56¢)

In Abbildung 3.3 wird gezeigt, welchen Einflu} das interplanetare Magnetfeld auf den
Feldlinienverlauf innerhalb der Magnetosphére hat, wenn man statt der geschlosse-
nen Magnetopause (Abbildung 3.3a) eine offene betrachtet. Das Magnetfeld setzt sich
wie in den Gleichungen (3.3a) und (3.3b) aus den verschiedenen Anteilen zusammen,
die in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitet wurden. Fur die Durchléssigkeits-
koeffizienten wurden ¢; = 0.1, ¢, = 0.9 gewdhlt, d. h. 90 % des interplanetaren Ma-
gnetfeldes gelangen in die Magnetosphére, wéahrend 10 % des inneren Erdfeldes hin-
ausgelangen. Diese Wahl der Werte wird bei Voigt (1981) als realistisch vorgeschlagen.
In Abbildung 3.3b ist das interplanetare Magnetfeld senkrecht zur Verbindungslinie
Erde-Sonne orientiert, in Abbildung 3.3c hingegen parallel. Im senkrechten Fall wer-
den die Feldlinien ,,aufgebogen®, und es entstehen offene Feldlinien, die sich mit den
interplanetaren Feldlinien verbinden. Im erdfernen Schweif dominiert das interplane-
tare Magnetfeld. Im parallelen Fall werden die Feldlinien der einen Hemisphére in
den Schweif hineingestreckt, wahrend sie auf der anderen Hemisphdre in Richtung der
Sonne gelenkt werden. Weitere Beispiele und Erlduterungen zu Feldlinienverldufen
sind in Kapitel 4 zu finden.
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3.7. Beitrag des interplanetaren Magnetfeldes

20F T T T T T T T T T T T T

10F

Z[R]
=)

-10F

-20 k¢ T T T T I T L L L L L |

X [Re]

(@) Geschlossene Magnetosphére, ¢ =

Ca = 0
)
10F 1 10F
€ of i€ of
N N
-10F 1 -10f
-20 L 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 ] '20 L 1 1 1 1 1 T 1 1 1 1 1 n}
40 30 20 10 0 10 20 40 30 20 -10 0 10 20
X [Re] X [Re]
(b) Offene Magnetosphare, ¢; = 0.1, c5 = (c) Offene Magnetosphére, ¢; = 0.1, ¢4 =
0.9, B, senkrecht. 0.9, B, parallel.

Abbildung 3.3.: Einflul der Magnetopausendurchléassigkeitsparameter ¢, ¢, auf ein zonales
Dipolfeld. ¢; = 0.1, c; = 0.9 werden bei Voigt (1981) als realistisch angenommen. Die Aus-
richtung des interplanetaren Magnetfeldes bezieht sich auf die Orientierung des Feldes in Be-
zug auf die Erde-Sonne-Achse.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

3.8. lterativer Prozel} zur Koeffizientenbestimmung

Um die Koeffizienten der Fourier-Bessel-Reihe im Zylinder zu bestimmen, wurde aus-
genutzt, dal’ das Potential an der Schnittflache zwischen Halbkugel und Zylinder stetig
ist. Strenggenommen miifite man fordern, daR das Magnetfeld ebenfalls dort stetig ist.
In Abschnitt 3.2 wurde bereits erwahnt, dal’ die Lsung der Gleichung Uber Seperation
der Variablen gefunden wird. Alle in diesem Kapitel gemachten Ansétze fiir die jewei-
ligen Potentiale beruhen auf diesem Verfahren. Die Laplacegleichung ist aber nicht
gleichzeitig in beiden geometrischen Systemen separierbar, sondern nur entweder in
der Halbkugel oder im Zylinder. Dies hat zur Folge, dal} bei vorausgesetzer Stetigkeit
des Potentials an der Schnittflache zwischen Halbkugel und Zylinder zwar die x- und
y-Komponente des Magnetfeldes stetig ist, nicht aber die z-Komponente. Die Stetig-
keit der x- und y-Komponente des Magnetfeldes kann leicht gezeigt werden, indem
man sich veranschaulicht, wie diese Komponenten gebildet werden. So ist z. B. die
x-Komponente der Gradient des Potentials in x-Richtung. Dieser Gradient liegt also
in der Schnittebene zwischen Halbkugel und Zylinder. Da in dieser Ebene alle Werte
fur das Potential in der Halbkugel und das Potential im Zylinder gleich sind, sind auch
die Gradienten gleich, die in dieser Ebene liegen. Gleiches gilt somit auch fir die y-
Komponente, nicht aber fir die z-Komponente, weil in diesem Fall der Gradient aus
der Ebene herauszeigt.

Um diesem Problem Abhilfe zu schaffen, schlagt Voigt (1972) einen iterativen Pro-
zeR vor, um die Koeffizienten der jeweiligen Entwicklungen in der Halbkugel und im
Zylinder zu bestimmen. Abbildung 3.4 veranschaulicht die einzelnen Teilgebiete und
Réander der Modellmagnetosphére.

F22

F12 F21 F11

G2 G1

Abbildung 3.4.: Teilgebiete und Rénder der Modellmagnetosphére: Das Gebiet der Kugel G1
wird von den Réndern F1; und F12 begrenzt, der Zylinder G, von den Réndern F»; und Foo.

Man gehe nun wie folgt vor:

1. Die Bedingung, dal’ die Normalkomponente des gesamten Magnetfeldes auf auf
dem Rand F; + F,, gleich Null ist, wird festgelegt mit:

Bn = Ber + Bei = 0. (3.57)
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3.9. Berechnung des Schweifstromes

. Nun werden die Randwerte von Fq; auf Fy, fortgesetzt, so dal sie tberall auf
dem Rand der Kugel G; gegeben sind: By = Bg, + Bgi 2 0.

. Aus Bgi r = Ber — By 18Rt sich dann das Potential ug der Chapman-Ferraro-
Strome innerhalb der Kugel bestimmen.

. Die Randwerte auf F»; sind somit bekannt, und das Potential u, des Vakuumfel-
des im Zylinder G, kann hergeleitet werden.

. Damit ergeben sich neue Randwerte flr die Flache F5:

{O, 0> /2
B, =

. 3.58
Bur, 9 < 7/2 (3.58)

Auf der Kugeloberflache F1; + Fq, 186t sich die Normalkomponente B,, durch
eine Kugelfunktionsentwicklung (siehe hierzu im Anhang den Abschnitt A.2.3)
der Form

[e5) n
By(d, A) = Z Z(aﬁ coska + b sinka) PX(cos 9) (3.59)

n=1 n=k

beschreiben mit den Entwicklungskoeftizienten

2«

Zk} 2n+1ff8( ﬂ){co }pﬁ(cosﬂ) singdodl.  (3.60)

0

Die Prozedur zur Berechnung der Koeffizienten wiederholt sich nun beginnend
bei Punkt 3.

Es hat sich gezeigt (Moigt, 1972), dal? dieses Verfahren bereits nach wenigen Durch-
laufen konvergiert.

3.9. Berechnung des Schweifstromes

Durch die Streckung der Magnetfeldlinien (vgl. Abschnitt 3.6) im Schweif wird ein
Strom j erzeugt, der sich aus der Maxwellgleichung

VxH=j+D (3.61)

berechnen lalt. Wie in Abschnitt 2.1 erwahnt, werden nur statische Zustande betrach-
tet, und somit entféllt die Verschiebungsstromdichte D. Mit B = po H ergibt sich dann

loxs. (3.62)

j=—
- Ho

61



3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Das Magnetfeld im Schweif setzt sich nach Gleichung (3.45) zusammen aus dem Va-
kuumfeld B, und dem Feld der Schweifstrome B;:
B = %(Ev + E])

Das Vakuumfeld B, = —uoVu, wurde direkt aus dem Gradienten eines skalaren Po-
tentials hergeleitet. Somit ist die Rotation dieses Feldes identisch Null, denn es gilt
V x V¢ = 0. Der Strom ergibt sich dann lediglich aus dem Feld der Schweifstrome B;:

1
j==—VXx B, (3.63)
27 2u0 i

und fiir die Komponenten des Schweifstromes ergibt sich dann:

Schweifstréme im Zylinders:
L- 2 ¢ d q XLi P\ a=A%1i Z/Rm
Jo = 47Rp Zo[ =X (mzal’i + szal,i) CoS ¢ Jl(ﬁ) g
i=
+ x1i(Myay; + Quay;) sing Jy(75L) e~ 2/
— 2%2i(3Qxx + Qyy)ag; C0s2¢ Jp(7RL) e~ Vei /R
+ 2X2iQyz83; SiN2¢ Jp(75L) e~ e /i (3.643)
. 1_/12 = 2 d q Xoj p — 1% Z/Rm
J¢ = 87TR%_I ZO{ 2X0’i(mxao’i + Qxxao’i) Jl(ﬁ) e A
1=
+X5(m.ay; + Qeay)) C0S ¢ [Jo(%5L) — Jo(FL)] e i #/Rm
42 (myad, + Qual) sing [J(4L) - J(24L)] e
+ X2,i(§Qxx + ny)a C0S 2¢ [Jg(xz'p (Xz'p le p~4%2i 2/Rmn
+X5;Qyz83, Sin 2¢ [J3(%&L) — Jy(L)] e z/Rm} (3.64)
J=0 (3.64c)

Die Strome auf der Magnetopause kénnen mit diesen Berechnungen nicht dargestellt
werden, sondern lediglich diejenigen innerhalb des Schweifes. Abbildung 3.5 zeigt
ein Stromfeld fiir einen zonalen Dipol in einer Ebene senkrecht zur Schweifachse und
in einer Entfernung von 20 R, vom Erdmittelpunkt aus. Es wurde eine geschlosse-
ne Magnetosphdre und ein Streckfaktor 2 = 0 gewdahlt. Die zuerwartende ®-formige
Struktur der Schweifstréme l&Rt sich gut erkennen, besonders die Stromschicht in der
Aquatorebene.
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3.10. Erweiterungsansatz fiir h6here Multipole
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Abbildung 3.5.: Schweifstrom eines zonalen Dipols in der yz-Ebene bei x = —20Re. Zu erken-
nen ist die fiir einen zonalen Dipol typische ®-Struktur des Stromes.

3.10. Erweiterungsansatz fur hohere Multipole

Statt des Dipol- und Quadrupolpotentials, das in Gleichung (3.10) angesetzt wurde,
kann man auch einen allgemeinen Ansatz fur das Potential wahlen, wie er bereits in
Abschnitt 2.1 mit Gleichung (2.5) vorgestellt wurde (siehe Lense, 1954):

WWﬂw%

a7 o 2 = 2\ @02
/2

4T (K + Yy +77)

(3.65)

wobei N der maximale Grad der Multipolentwicklung ist. Fur eine Entwicklung, die
auch Oktupolanteile enthalten soll, ware N = 3 zu setzen. Das Potential der Chapman-
Ferrarostrome innerhalb der Halbkugel hat dann die Form

1 o N N b n+1 r n )
Ugi = —— Z Z med (—R—m) (R—m) (ak cos kA + bXsinka) PK (3.66)

mit PX = PX(cos ). Die Koeffizienten ak und bX bestimmen sich aus der Randbedin-
gung (3.6a). Der néchste Schritt ist die Bestimmung des Vakuumfeldes im Zylinder
und man erhalt dafr:

1

N
p D (el coskg + df sinke) J(gL) e ¥R (3.67)

0
Uy =
i=0 k=0

Um die Koeffizienten ck und d¥ herzuleiten, wird ausgenutzt, daB das Potential an der
Schnittflache zwischen Zylinder und Halbkugel stetig sein soll. Das Magnetfeld der
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphdrenmodells

Schweifstrome wird analog zu den Ausfiihrungen in Abschnitt 3.6 konstruiert. Die
Herleitung der Chapman-Ferraro-Strome aullerhalb der Magnetopause erfolgt genau
wie in Abschnitt 3.7, denn dabei geht nicht das innere Feld der Erde ein, sondern
lediglich das interplanetare Magnetfeld.

3.11. Vergleich mit MHD-Simulationen

Um einen Eindruck zu gewinnen, wie realistisch die Magnetosphadrendarstellungen
sind, die mit dem hier vorgestellte Potentialfeldmodell berechnet wurden, werden die
Ergebnisse mit MHD-Simulationen von Vogt et al. (2004) und Zieger et al. (2004)
verglichen.

Gewahlt wurde dazu der Pole-on-Dipol mit ¢} = 30000nT in einer geschlossenen
Magnetosphére und gestreckten Feldlinien (1 = 0.15). Der Betrag dieser Feldstéarke
entspricht dem heutigen Wert. Die Grol3e der Magnetosphare im Potentialfeldmodell
wurde so gewahlt, dal’ sie auf der Magnetopause das Druckgleichgewicht zwischen
dem Sonnenwind und dem Erdmagnetfeld erfillt, so wie es auch in Abschnitt 4.2 be-
schrieben wird. Wie in Abbildung 3.6a zusehen ist, stimmt die so berechnete GrolRe der
Magnetsphare recht gut mit den numerischen Simulationen in Abbildung 3.6b tber-
ein. Die Form der Magnetosphdre wird im Potentialfeldmodell durch einen Zylinder
beschrieben, der auf der Tagseite durch eine Halbkugel abgeschlossen wird. Dies ist
eine gute Annéherung an die Form der Magnetosphére, die sich aus den numerischen

Bxz, IMF Bx<0

oo

20F

10F

Z[R]
o
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(a) Potentialfeldmodell (b) MHD-Simulation

Abbildung 3.6.: Vergleich des Potentialsmodell mit MHD-Simulationen (Zieger, personliche
Mitteilung, 2004) am Beispiel der Feldlinien eines Pole-on-Dipols.
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Abbildung 3.7.: Vergleich des Potentialsmodell mit MHD-Simulationen (Zieger, persénliche
Mitteilung, 2004) am Beispiel des Schweifstromes eines Pole-on-Dipols.

Simulationen ergeben.

In Abschnitt 3.6 wurde der EinfluR der Schweifstrome auf das Magnetfeld im Ma-
gnetosphérenschweif gezeigt. Um im Potentialfeldmodell den Feldlinienverlauf im
Schweif an die Ergebnisse der numerischen Simulationen anzupassen, wurden die
Feldlinien mit einem Faktor von A = 0.15 gestreckt. Auf der Tagseite werden die Feld-
linien komprimiert, wéhrend sie auf der Nachtseite in den Schweif hinein gestreckt
werden. Dabei werden im Schweif zwei Schweiflappen in je einer Hemisphére ausge-
bildet (Abbildung 3.6).

Durch die Streckung der Feldlinien im Schweif wird eine kreisformige Stromvertei-
lung erzeugt, wie in Abbildung 3.7a zu sehen ist. Die Struktur des Schweifstromes wird
in diesem Beispiel von dem Potentialfeldmodell widergegeben, nicht aber die Richtung
der Strome im Einzelnen. So sind in der numerischen Simulation (Abbildung 3.7b)
zwei ringformige Strome mit entgegengesetzter Richtung zu erkennen, wahrend im
Potentialfeldmodell (Abbildung 3.7a) nur eine Richtung des Ringstromes vorliegt.
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4. Magnetfelder und Feldlinien

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil behandelt technische Fragen
wie die Berechnung und Darstellung der Magnetfeldlinien (Abschnitt 4.1), die Be-
stimmung der geometrischen Parameter der Magnetosphére (Abschnitt 4.2) und die
Moglichkeit zur Skalierung des Magnetospharenmodells (Abschnitt 4.3). Der zweite
Teil zeigt Anwendungen des Magnetfeldmodells auf verschiedene mogliche Paldoma-
gnetfeldkonfigurationen und eine Abschatzung der Schweifstrome fur diese Konfigu-
rationen (Abschnitt 4.4).

4.1. Berechnung und Darstellung der
Magnetfeldlinien

Jede Feldlinie 1aBt sich durch eine Kurve C darstellen. Die jeweilige Tangente in einem
Punkt der Kurve entspricht dem Magnetfeldvektor B in diesem Punkt, es ist also
B = ac 4.2)
= ds’ '
wobei d/ds die Ableitung entlang der Kurve ist. Dies ist eine Differentialgleichung
erster Ordnung und kann z. B. durch ein Runge-Kutta-Verfahren geldst werden. Als
Losung ergibt sich dann die Kurve C.

Der einfachste Spezialfall des Runge-Kutta-Verfahrens (siehe Bohm und Gose, 1977;
Stoer und Bulirsch, 1978) zur Lésung von Differentialgleichungen erster Ordnung ist
das Euler-Verfahren. Es handelt sich hierbei um ein sogenanntes Einschrittverfahren.
Die Differentialgleichung wird durch einen Differenzenquotienten ersetzt und nach der
gesuchten GroélRe aufgelost:

dC Ci+l - Ci
— =" = — B(C..s
ds As B(S;,s)
= 9i+1 = Qi +As- E(Qi’ Si)’ (4-2)

wobei As = s;,1 — s ist. Bei vorgegebener Anfangsbedingung C, = C(so) laBt sich
durch Anwendung der Gleichung (4.2) die gesamte Kurve C bestimmen.

Gegen das Euler-Verfahren spricht, dal3 es nicht sehr genau und auch nicht sehr stabil
ist. Besser geeignet sind deshalb Runge-Kutta-Verfahren héherer Ordnung, bei denen
Fehlerkorrekturterme miteinbezogen werden (siehe Press, 1992; Stoer und Bulirsch,
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4. Magnetfelder und Feldlinien

1978). Fur die hoheren Ordnungen werden noch Punkte zwischen si,; und s; zur Be-
rechnung mit herangezogen. So ergibt sich fir das Runge-Kutta-Verfahren zweiter
Ordnung, auch Zwischenpunktverfahren genannt:

Ciia=Ci+k, (4.3)
K]_ = AS ' E(gi’ Si)? (44)

K
k= AS- B(C, + 4.5+ ). (4.5)

Entsprechend kann man auch noch héhere Ordnungen konstruieren. Héhere Ordnung
heif3t nicht automatisch auch héhere Genauigkeit, aber Erfahrungen haben gezeigt, dal
das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung in vielen Fallen besser ist als das zweiter
Ordnung (Press (1992)).

4.2. Bestimmung der geometrischen
Magnetosphéarenparameter

Zur kurzen Erinnerung seien hier die Parameter aufgelistet, die in die Magnetospha-
renmodelle aus Kapitel 3 eingehen: das Magnetfeld des Planeten, gegeben durch das
Dipolmoment m und das Quadrupolmoment Q bzw. durch die GauBkoeffizienten bis

zum zweiten Grad, der Schweifradius R, und die Standoffdistanz R..
Fur heutige Felder sind diese Parameter aus Beobachtungen und Satellitenmessungen
bekannt. Doch wie sind die Parameter zu wahlen, wenn man das magnetospharische
Magnetfeld fiir eine Paldosituation betrachten mochte? Uber mogliche Konfiguratio-
nen flr das magnetische Moment bzw. die GaulRkoeffizienten wurden bereits in Ab-
schnitt 2.4 Uberlegungen dazu angestellt. Als schwierig erweist es sich hingegen, An-
gabe flr den Schweifradius und die Standoffdistanz zu finden, denn es kann hierbei
auf keinerlei Messungen zuriickgegriffen werden.
Die Magnetosphére resultiert aus der Wechselwirkung zwischen dem Planetenma-
gnetfeld und dem Sonnenwind, wobei die GrolRe der Magnetosphare, die durch den
Schweifradius und die Standoffdistanz charakterisiert sind, so bestimmt ist, dal3 ein
Druckgleichgewicht zwischen dem Druck auf der Innenseite und dem Druck auf der
AuBenseite der Magnetosphare herrscht.
Im einfachsten Fall wird das Druckgleichgewicht durch

BZ

knmv2, | + po = —— (4.6)

2110
beschrieben mit n der Teilchendichte des Sonnenwindes, m = 1.67 - 10-2" kg der Mas-
se eines Sonnenwindteilchens (hier als Proton angenommen) und vy, , = 400 km/s der
zur Magnetopause senkrechten Komponente seiner Geschwindigkeit. In einer plana-
ren Magnetosphdre ist k = 1, in einer sphéarischen gilt k = 1.5. Aus gasdynamischen
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4.2. Bestimmung der geometrischen Magnetosphdrenparameter

Berechnungen kann man k = 0.88 herleiten (Prolss, 2001). Bﬁm ist das Magnetfeld auf
der Magnetopause, da abhangig ist von R, und Rs. Die Grol3e pg beschreibt den ther-
mischen Druck und nach Kertz (1992) gilt ungefahr po = 0.052ps = 0.052 - 2nmv§w,l.
Die Bestimmung der Magnetopausenform und -groRe wurde in den 50er Jahren als
das exakte Chapman-Ferraro-Problem formuliert. Mead und Beard (1964) und Choe
etal. (1973) l6sten diese Aufgabe fur das Erdmagnetfeld durch Auswertung des Druck-
gleichgewichts an der Magnetopause. Starchenko und Shcherbakov (1991) hingegen
widmeten sich der Bestimmung der Magnetopause eines Pole-on-Dipols. Die meisten
dieser Berechnungen beschrénken sich allerdings auf zwei Dimensionen. Eine realisti-
sche Beschreibung liefern numerische Simulationen, wie sie unter anderem bei Vogt
et al. (2004) und Zieger et al. (2004) zu finden sind.

Die Halbkugel, die die Magnetopause auf der sonnenzugewandten Seite beschreibt,
ist nur eine grobe Naherung der wahren, durch das Druckgleichgewicht gegebenen
Magnetopausenform. Deshalb wird auf ihr das Druckgleichgewicht auch nicht an al-
len Orten gegeben sein. Durch numerische Betrachtungen und Variation der Parameter
1ait sich die beste Losung finden. Vorausgesetzt wird hierbei, dafl die Sonnenwindpa-
rameter Uber die Zeit hinweg konstant bleiben.

Eine grobe Abschatzung der Standoffdistanz liefert die folgende Betrachtung. Der Ein-
fachheit halber wird auf die sphérische Magnetopause (Abschnitt 2.6.3.1) anstelle der
zylindrischen zuriickgegriffen. Eine weitere vereinfachte Annahme wird gemacht, in-
dem man die Erde so dreht, daB 2 = A gilt. Auf der Magnetopause gibt es keine
Radialkomponente und nach den Gleichungen (2.39) fallt wegen A = A[' die azimutale
Komponente auch weg, somit ist B = By. Flr einen einzelnen Multipol ergibt sich
dann

m
n

Ro\"2n+1
(2]

d
) Tl
Setzt man diesen Ausdruck nun in Gleichung (4.6) und l6st nach rpy, auf, so erhalt man
den Abstand der Erde zur Magnetopause in Abhdngigkeit vom Polwinkel:

f _R 2n+1 ch
mp = Re n:2
n \/Z,Lzo(anvﬁwl + Po)

Fir einen zonalen Dipol entspricht rpmy (¢ = 90°) der Standoftdistanz. Da das Magnet-
feld mit zunehmendem Grad n schneller abfallt als ein Dipolfeld, ist die entsprechende
Standoftdistanz eines htheren Multipols bei gleichem Wert fir ¢ kleiner.

Die durchgezogene Linie in Abbildung 4.1 zeigt den Abstand der Erde zur Magne-
topause in Abhangigkeit vom Winkel fir einen Pole-on-Dipol (c; = 30000 nT), der
durch Gleichung (4.8) gegeben ist. Gesucht ist nun ein Halbkreis, wie er auf der Tag-
seite des zylindrischen Modells verwendet wird, der sich moglichst gut an diese Kurve
anschmiegt. Abbildung 4.2 verdeutlicht die geometrischen Beziehungen in der Halb-
kugel. Nach dem Kosinussatz gilt

Pr'(cos ﬁ)’. 4.7

d m
'@Pn (cos ﬁ)' (4.8)

rop2 = %+ Ry — 2Rmb cos B = (Rm — I's) + RE — 2Rm(Rm — I's) COS . (4.9)
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X-r_nmp[R e]

z-r_nmp[R e]
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Abbildung 4.1.: Abstand der Magnetopause zur Erde in Abhéngigkeit vom Polwinkel 9.
Durchgezogene Linie: Magnetopausenform berechnet nach Gleichung (4.8). Gestrichelte Li-
nie: Angepaliter Halbkreis flr das zylindrische Modell.

Rm
rmp

Abbildung 4.2.: Geometrische Beziehungen in der Halbkugel.

Mit Hilfe des Sinussatzes

Ru b Ru _ Rn-rs
sin(180° — )  sine sing  sin(® — B)

(4.10)

bestimmt man den Winkel g zu

. (R Rs .
,B:ﬂ—arcsm( mR Ssmﬁ). (4.11)

m

Die Parameter R, und Rs werden nun solange variiert, bis sich die daraus resultie-
rende Kurve rp,2(#) dem Abstand der Erde ry,(%) zur Magnetopause annahert. Die
gestrichelte Linie in Abbildung 4.1 zeigt die Anpassung.

Die so bestimmten Werte R, und Rg stimmen recht gut mit den skalierten Werten aus
dem folgenden Abschnitt 4.3 tiberein. Wie in Abschnitt 4.4 zu sehen sein wird, ist auch
eine Ubereinstimmung mit den Simulationen von Vogt et al. (2004) und Zieger et al.
(2004) gegeben.
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4.3. Skalierung der magnetospharischen
Magnetfelder

Schaut man sich die magnetischen Feldlinien an (Abbildung 4.3), so liegt die Vermu-
tung nahe, dal} bei einer groReren Wahl der Multipolmomente auch die Abmessungen
der Magnetopause grofRer werden, sich aber der relative Verlauf der Magnetfeldlinien
innerhalb der Magnetosphére nicht dndert. Diese Skalierbarkeit und Ahnlichkeit der
Magnetfelder soll in diesem Abschnitt untersucht werden.

Dazu werden die drei Magnetfeldmodelle, als da waren die Multipolentwicklung, die
spharische und die zylindrische Magnetosphare, getrennt von einander untersucht.

Multipolentwicklung

Das Magnetfeld einer Multipolentwicklung ist lediglich durch die GaulRkoeffizienten
cy' parametrisiert. Beschrieben wird es durch eine Kugelfunktionsentwicklung, wie sie
in den Gleichungen (2.13) angegeben ist. Es sei nun B, mit den Gaufkoeffizienten cly
das Ausgangsfeld. Gesucht wird das skalierte Feld B mit den Koeffizienten cT". Da die
GauRkoeffizienten linear in die Magnetfeldkomponenten Bg; eingehen, ist

Bi(r, 9, A) = cBg;(r,#,4) mit c'=c-cpl. (4.12)

Der Index i bezeichnet hierbei die drei Komponenten By, By, B,. Somit gilt die Skalie-
rungsrelation fur den gesamten Vektor des Magnetfeldes.

Sphérische Magnetosphére

In der sphdrischen Magnetosphdre (Abschnitt 2.6.3.1) wird das Magnetfeld zusatzlich
zu den GaufRkoeffizienten ¢ noch durch den Magnetosphérenradius Ry, bestimmt, sie-
he Gleichungen (2.39). Wie oben gezeigt, geht auch hier das Moment linear in das
Modell ein und es ist somit B; = cBg;. Zu untersuchen ist nun der Einflu des Ma-
gnetosphérenradius Ry, Schreibt man die Magnetfeldkomponenten fiir jeweils einen
festen Grad n auf und fuhrt dabei die dimensionslose GroRe F = r/R,, ein, dann ist

Bi(f,9,2) = 1 Bi(r, 9, 2), (4.13)

an+2
wobei B; wiederum die drei Komponenten B,, By, B, bezeichnet. Und somit folgt
o c o )
Bi(F, 9, 1) = WBOJ(r,ﬂ, A)  mit  c'=c-cypund Ry = dRmpo. (4.14)

Hierbei ist n der Grad der Multipolordnung, also n = 1 der Dipol und n = 2 der
Quadrupol.

Zylindrische Magnetosphare

Die zylindrische Magnetosphére hat als frei wéhlbare Parameter die Gaul3koeffizienten
cp', den Magnetosphérenradius Ry, und die Standoffdistanz Rs. Um die Skalierbarkeit
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der zylindrischen Magnetosphare zu bestimmen, unterteilt man sie in eine Halbkugel
auf der Tagseite und einen Zylinder auf der Nachtseite. Unter Einfihrung der dimen-
sionslosen Grolie I = r/Ry, kann man wie bei der sphéarischen Magnetosphare zeigen,
daR in der Halbkugel fiir die drei Magnetfeldkomponenten

. c - .

Bi(f,9,1) = WBOJ(r,ﬂ, A) mit ¢l =c-chy, Rm=d-Rm, % =const (4.15)
gilt. Um eine Beziehung fiir den Zylinder herzustellen, braucht man zwei weitere di-
mensionslose Grofien, und zwar p = p/Ry und Z = /Ry, Damit erhdlt man dann

. s c ., .

Bi(0, ¢,7) = WBOJ(p, ¢,Z) mit c'=c-cly Rm=d-Rm, % = const.  (4.16)
Bei diesen beiden Beziehungen wurde vorausgesetzt, dal’ Rs/R,, konstant ist. Somit ist
die Standoffdistanz Ry als Parameter nicht mehr langer frei wéhlbar, sondern an den

Magnetosphérenradius R, gekoppelt. Mit Vogt und Glassmeier (2001) kann fir einen
zonalen Dipol gezeigt werden, dal} Rs/Ry, = const ist.

Zusammenfassend laRt sich sagen:

c A
dn+2 =0 (Rm/Rm,O)mz =0’

B= (4.17)
wobei das Magnetfeld B von dimensionslosen GroRen (normiert auf den Magneto-
pausenradius) abhéngt, statt von reellen Ortskoordinaten. Voraussetzung ist allerdings,
dal sich die Magnetfeldkonfiguration nicht andert. Betrachtet man z. B. als Ausgangs-
feld einen zonalen Dipol, so gelten die Skalierungen und Ahnlichkeiten auch nur fir
ein zonales Dipolfeld, und somit nicht fur einen anderen Multipol. Man kann also
keine Skalierungsrelationen zwischen unterschiedlichen Multipolmomenten herstel-
len. Auch lassen sich Kombinationen mit Multipolmomenten unterschiedlichen Gra-
des nicht skalieren.

Interessant werden diese Skalierungen, wenn man unterschiedliche Paldomagnetfeld-
starken einer Konfiguration betrachten mochte. Geht man davon aus, dal? sich die Son-
nenwindparameter nicht geandert haben, dann bleibt der Sonnenwinddruck konstant
und damit auch der Betrag des Magnetfeldes auf der Magnetopause (naheres hierzu in
Kapitel 4.2). Dann muB nach Gleichung (4.17) fur alle Skalierungen

c Ccn/Cho cy
= . =1 = Rn=R n2| T 4.18
02 = (Ru/Rmo)™2 m = Rmo A [om (4.18)

gelten. Das heif3t also fir einen Multipol vom Grad n, der im Vergleich zu einem
anderen halb so groR ist, ist der Magnetospharenradius um den Faktor "¥2 kleiner. Bei
gleichem relativen ¥ = r/Ry, sind also Magnetfelder gleicher GroRe und Richtung zu
finden. Was sich nicht &ndert, ist der Erdradius. Aber fur jede Skalierungsrelation, gibt
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es ein anderes fe = Re/Rm, SO dal3 sich die Erdoberflache nicht mit skaliert und somit
relativ zur Magnetosphére andert. Deshalb sind auch jeweils andere Magnetfelder an
der Erdoberflache zu erwarten.

Abbildung 4.3 verdeutlicht die Skalierung fir einen zonalen Dipol. Auf der linken
Seite oben ist die Magnetosphére dargestellt fur ein inneres Feld der Starke c = ¢,
rechts daneben fiir ein Feld der Starke c? = 0.1c? . Die GrofRen der Magnetosphéren
unterscheiden sich um einen Faktor von ungeféhr zwei. VergroRert man nun die linke
Magnetosphére um den Faktor eins und die rechte um den Faktor zwei, so erkennt
man (unterer Teil der Abbildung 4.3), dal? der relative Verlauf der Feldlinien in beiden
Fallen gleich ist. Die Radien der Kugel, die jeweils die Erde symbolisiert, werden
ebenfalls mit der Magnetopause mitskaliert und andern sich somit entsprechend in
Bezug auf die Grolie der Magnetosphére. Der kleine Radius entspricht dem Fall einer

Feldstarke mit ¢? = c? , der groRe dem Fall von c¢? = 0.1¢?,,.
Im folgenden sollen fir drei verschiedene Konfigurationen (zonaler Dipol, Pole-on-
Dipol, zonaler Quadrupol) fir unterschiedlich grofe Momente die Magnetospharen-

parameter Rg und Ry, bestimmt werden. Die Magnetopausenparameter fir das jeweils

Abbildung 4.3.: Skalierte Magnetfeldlinien flr zonale Dipolfelder unterschiedlicher Feldstar-
ke. Normiert man die Abmalie der Magnetosphére auf den Magnetosphérenradius Rm, So las-
sen sich die Abbildungen fiir unterschiedliche Feldstérken in einer zusammenfassen. Lediglich
der relative Erdradius verandert sich. Der kleine Radius entspricht dem mit einer Feldstérke
mit ¢’ = ¢, der groBere cp' = 0.1,
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groRte Moment einer Konfiguration wurden tber das Druckgleichgewicht bestimmt,
wie es in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde. Alle anderen Parameter wurden aus der Ska-
lierung (4.18) berechnet. Dabei wurde vorrausgesetzt, dall R,/Rs = const = 2 ist. In
Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse zusammengefalt.

Zonaler Dipol
¢ [NT] | Rm[Rel | Rs[Rel | Fe = Re/Rm
30000 20 10.0 0.050
25000 18 9.0 0.056
20000 16 8.0 0.063
10000 15 7.5 0.077
5000 10 5.0 0.100
Pole-on-Dipol
¢ [NT] | Rm[Re] | Rs[Re] | Fe = Re/Rm
30000 15 7.5 0.067
25000 14 7.0 0.071
20000 13 6.5 0.077
10000 10 5.0 0.100
5000 8 4.0 0.125
Zonaler Quadrupol
¢ [NT] [ RulRe] | Ro[Re] [ Fe = Re/Rnm
24500 95| 475 0.105
20000 9.0 4.50 0.111
10000 75| 375 0.133
5000 65| 3.25 0.154

Tabelle 4.1.: Geometrische Magnetopausenparameter fir verschiedene Konfigurationen und
Feldstarken.

Ein Vergleich mit den Berechnungen der MagnetopausengroRRe mittels des Magneto-
pausengleichgewichts (Abschnitt 4.2) zeigt recht gute Ubereinstimmungen.

Skalierungsrelationen fiir den zonalen Dipol ¢ wurden bereits friher von Siscoe und
Chen (1975), Siebert (1977) und Vogt und Glassmeier (2001) aufgestellt. Sie entspre-
chen den obigen Ergebnissen.

In GrieBmeier et al. (2004) wird gezeigt, wie sich die Sonnenwindparameter im Lau-
fe der Erdgeschichte geédndert haben. Anstelle der Eins in Gleichung (4.18) steht ein
Faktor s, der die Anderung der Sonnenwindparameter zusammenfaf3t. Der Magneto-

pausenradius skaliert dann mit
R = Rmo 2| (4.19)
m = mo . .
SCho
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Allerdings gilt nun Bi(p, ¢, Z) = s Bq;(o, ¢, Z). Die Felder sind also nicht mehr gleich an
den relativ gleichen Positionen p, ¢, Z. Dieser Ansatz sei hier nur der Vollstandigkeit
halber erwahnt und wird nicht weiter verfolgt.

4.4. Mogliche Palaomagnetfelder

In Abschnitt 2.4 wurden bereits mogliche Konfigurationen fiir Paldomagnetfelder vor-
gestellt. Ein einfaches Szenario einer Feldumkehrung ist der schwécher werdende Di-
pol, bei dem das Dipolmoment abnimmt und sich nach einem Nulldurchgang in umge-
kehrter Richtung wieder aufbaut. Saito et al. (1978) schlagen ein Umkehrungsszenario
vor, bei dem der Dipol umklappt. Ein bei diesem Szenario interessanter Fall ist die
Pole-on-Konfiguration, bei der der Dipol zur Sonne hin zeigt. Etwas komplexer, aber
auch realistischer sind die Ansatze von Biernat et al. (1985) und Leubner und Zollner
(1985), bei denen wahrend der Magnetfeldumkehrung hohere Multipole eine Rolle
spielen. Auf Grund all dieser Ansatze und Uberlegungen wird in den nichsten Ab-
schnitten naher auf verschiedene Dipol- und Quadrupolkonfigurationen eingegangen.
Zunéachst werden anschauliche Spezialfalle, wie der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol
und der zonale Quadrupol sowie eine Zusammensetzung von Dipol und Quadrupol
betrachtet. Im Anschluf daran wird eine numerische Simulation von Glatzmaier (per-
sonliche Mitteilung, 2003) untersucht. Dargestellt werden die Feldlinienverl&ufe fur
die verschiedenen Konfigurationen sowie die Schweifstrome, die sich bei Streckung
der Schweiffeldlinien ergeben. Soweit es moglich ist, werden die Ergebnisse der Mo-
dellrechnung mit numerischen Simulationen von Vogt et al. (2004) und Zieger et al.
(2004) verglichen.

4.4.1. Zonaler Dipol

Der zonale Dipol c{ entspricht einer Idealisierung des heutigen Dipols. Bei dieser Kon-
figuration steht die Dipolachse senkrecht zur Verbindungslinien Sonne-Planet. Sie ist
also entlang der z-Achse im GSE-Koordinatensystem ausgerichtet. Die magnetischen
Pole fallen mit den geographischen Polen zusammen. Das Magnetfeld ist maximal an
den Polen und minimal am Aquator. Charakteristisch fiir die Magnetfeldlinien des zo-
nalen Dipols ist die Symmetrie bezliglich der Rotationsachse der Erde, deren Neigung
hier vernachlassigt werden soll. Erst durch die Wechselwirkung des Sonnenwindes
mit dem Erdmagnetfeld wird diese Symmetrie gebrochen. Die Magnetfeldlinien auf
der sonnenzugewandten Seite werden gestaucht, wahrend die Feldlinien auf der ent-
gegengesetzten Seite gestreckt werden und somit den Magnetospharenschweif bilden.
Die Schweiffeldlinien bilden einen sogenannten Schweiflappen.

Die Parameter fiir den zonalen Dipol sind heutigen Beobachtungen entnommen und
idealisiert worden: c‘l’ = 30000nT, Ry, = 20Re und Rs = 10Re. Fir kleinere Magnet-
felder wurde die GrolRe der Magnetosphare Ry, durch die Skalierungsrelation (4.18)
gewonnen, wobei das heutige Verhéltnis Rs = R,/2 beibehalten wurde. Vergleiche
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mit Berechnungen aus Abschnitt 4.2 und numerischen Simulationen von Zieger et al.
(2004) zeigen, daR dies gerechtfertigt ist.

Abbildungen 4.4a und b zeigen die Feldlinienverldufe fiir eine geschlossene Magneto-
sphére, einmal fur ein inneres Dipolfeld der heutigen Stérke von ¢ = 30000 nT und fiir
ein schwaches Feld von ¢ = 5000 nT. Die Magnetosphéren unterscheiden sich in ihrer
Grole ungeféahr um einen Faktor von zwei (siehe auch Tabelle 4.1), aber der relative
Verlauf der Feldlinien ist in beiden Fallen gleich. In den Cuspregionen an den beiden
Polen werden Feldlinien der Tagseite auf die Nachtseite gebeugt. Bei allen Feldlinien
handelt es sich um geschlossene Feldlinien.

Betrachtet man eine offene Magnetosphére, so ist der Feldlinienverlauf innerhalb der
Magnetosphére abhéngig von der Richtung des interplanetaren Magnetfeldes, wie in
den Abbildungen 4.4c und d zu sehen ist. Die DurchlaBrate der Magnetopause mit
¢i = 0.1 und c; = 0.9 wurde bei Voigt (1981) entnommen. Ist das interplanetare
Magnetfeld senkrecht zur x-Achse (Abbildung 4.4c), dann &ndert sich der Feldlini-
enverlauf im Schweif stérker als auf der Tagseite. Dort werden die Feldlinien nahe der
Magnetopause ,,aufgebrochen” und gehen in die Feldlinien des interplanetaren Fel-
des Uber. Auch im Schweif werden die Feldlinien aufgebrochen und nach oben bzw.
nach unten gekriimmt. Ist das interplanetare Magnetfeld parallel zur x-Achse im GSE-
Koordinatensystem, dann werden die Magnetfeldlinien auf der einen Hemisphdre (in
Abbildung 4.4d die nordliche) in den Schweif hineingestreckt und auf der anderen
Hemisphare in Richtung der Sonne gelenkt. Die Cuspregionen sind weiterhin an den
Polen zu finden.

In den eben beschriebenen Beispielen wurde im Schweif ein Vakuumfeld angenom-
men (A = 1). Bei einer Streckung (1 = 0.15) der Feldlinien in den Schweif hinein sind
die Schweiffeldlinien nicht langer geschlossen, sondern zum Teil auch offen (Abbil-
dung 4.4e). Durch diese Verzerrung entsteht eine Stromverteilung, wie sie in Abbil-
dung 4.4f zu sehen ist. Gut zu erkennen ist die ®-formige Struktur des Stromes mit
dem Schichtstrom in der Aquatorebene, der sich jeweils iiber symmetrische Strome in
den beiden Hemispharen schliefl3t. Ein Stromverlauf dieser Art ist auch in den numeri-
schen Simulationen von Zieger et al. (2004) zu erkennen.

4.4.2. Pole-on-Dipol

Ist der Dipol parallel zur Verbindungsachse Erde-Sonne, also parallel zur x-Achse im
GSE-Koordinatensystem, so spricht man von einer Pole-on-Konfiguration. Dieser Di-
pol l4Bt sich durch den GauRkoeffizienten ¢} ausdriicken. Die magnetischen Pole liegen
in der Aquatorebene der Erde. Das Magnetfeld ist also minimal auf einem GroRBkreis,
der durch die geographischen Pole geht, und es besitzt zwei Maxima in der Aqua-
torebene. In dieser Konfiguration befindet sich eine der Cuspregionen auf der son-
nenzugewandten Seite, die andere auf der sonnenabgewandten Seite. Die Feldlinien
auf der Tagseite werden komprimiert und auf der Nachtseite in den Schweif hinein-
gestreckt. Wahrend beim zonalen Dipol der Schweif nur aus einem Schweiflappen
besteht, werden hier nun zwei Lappen ausgebildet, einer auf der nérdlichen und einer
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auf der stdlichen Halbkugel.

Fur die Starke des Pole-on-Dipols wurde die Starke des heutigen Feldes verwendet,
also ¢} = 30000nT. Nach den Berechnungen aus Abschnitt 4.2 ergeben sich fiir die
Magnetosphérenparameter folgende Werte: R, = 15Re und Rs = 7.5Re. Wie bereits
im Fall eines zonalen Dipols unterscheiden sich die beiden Grofen um einen Faktor
von zwei. Fir kleinere Magnetfelder wurde die Grolie der Magnetosphdren R, durch
die Skalierungsrelation (4.18) gewonnen, wobei das heutige Verhéltnis Rs = Rp/2
beibehalten wurde. Vergleiche mit Berechnungen aus Abschnitt 4.2 und numerischen
Simulationen von Zieger et al. (2004) zeigen entsprechende Ergebnisse.

Die Abbildungen 4.5a und b zeigen den GréRenvergleich der Magnetopause bei einem
Feld der Starke c; = 30000 nT, und einem schwachen Feld von ¢} = 5000 nT. Wie
auch aus Tabelle 4.1 zu sehen ist, unterscheiden sich die Magnetosphéarengréfien um
einen Faktor von knapp zwei.

Betrachtet man nun eine offene Magnetosphare, so mufl man die Richtung des inter-
planetaren Magnetfeldes mit in Betracht ziehen. Bei einem interplanetaren Feld senk-
recht zur x-Achse (Abbildung 4.5c) werden die Feldlinien im Schweif gestaucht und
in Richtung des interplanetaren Feldes gelenkt. Auf der Tagseite gehen sie ebenfalls in
das interplanetare Magnetfeld Gber. Im Fall eines parallelen interplanetaren Magnetfel-
des (Abbildung 4.5d) werden die duReren Feldlinien sowohl in der nérdlichen als auch
in der stidlichen Hemisphére aufgebrochen. Die Feldlinien auf der Nachtseite werden
in den Schweif hineingestreckt, auf der Tagseite gehen sie in das interplanetare Feld
uber. In beiden Fallen wurde wieder ¢; = 0.1 und c, = 0.9 gewahlt.

Streckt man die Magnetfeldlinien in den Schweif hinein (1 = 0.15, Abbildung 4.5e),
so wird eine Stromverteilung erzeugt, die in der Ebene senkrecht zur Verbindungsli-
nien Erde-Sonne eine kreisformige Struktur ausbildet (Abbildung 4.5f). Sowohl der
Feldlinienverlauf als auch die ringférmige Stromverteilung im Schweif entsprechen
den Ergebnissen der numerischen Simulation von Zieger et al. (2004).

4.4.3. Zonaler Quadrupol

Der anschaulichste Fall des Multipols zweiten Grades ist der zonale Quadrupol ¢, der
rotationssymmetrisch bezuglich der Rotationsachse der Erde, also der z-Achse in GSE-
Koordinaten, ist. Diese Konfiguration wird bei Vogt und Glassmeier (2000) mit = 0
bezeichnet. Durch den Sonnenwind wird diese Symmetrie zerstort, die Feldlinien auf
der Tagseite werden gestaucht, wéahrend die auf der Nachtseite in den Schweif hin-
eingestreckt werden. Charakteristisch fur diesen Quadrupol ist, dal er am geographi-
schen Nord- und Stdpol jeweils einen magnetischen Pol der gleichen Polaritat besitzt
und am Aquator einen polaren Ring der entgegengesetzten Polaritat. Wie bereits beim
Pole-on-Dipol werden auch hier im Schweif zwei sogenannte Schweiflappen gebildet.
Die Stdrke ¢) = 24500nT des Quadrupols ist so gewahlt, daB die Energie w, des
Quadrupols der Energie w; eines Dipols der Starke " = 30000 nT entspricht. Die Be-
rechnung der Energien und die daraus ergebende Bestimmung des GauRkoeffizienten
c erfolgt nach Gleichung (2.31).
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Abbildung 4.6.: Feldlinien und Schweifstrome eines zonalen Quadrupols der Starke cg =

24500 nT (auBer in b).
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Die Abbildungen 4.6a und b zeigen den Feldlinienverlauf in einer abgeschlossenen
Magnetosphére bei einem starken Feld von c9 = 24500 nT und einem schwachen Feld
von ¢ = 5000 nT. Die GréRe der Magnetosphare ist im Fall des schwachen Feldes um
ungefahr ein Drittel kleiner (siehe auch Tabelle 4.1).

Fur die offene Magnetosphdre werden wieder die Durchléassigkeitsparameter ¢; = 0.1
und c, = 0.9 gewabhlt. In den Abbildungen 4.6¢ und d werden zwei Beispiele von offe-
nen Magnetosphéren gezeigt. Ist das interplanetare Magnetfeld wie in Abbildung 4.6¢
senkrecht zur x-Achse in GSE-Koordinaten, werden die Feldlinien in der einen Hemi-
sphare in Richtung des Aquators gestaucht. Die Feldlinien sind weiterhin geschlossen.
Auf der anderen Hemisphare werden die Feldlinien aufgebrochen und gehen als offene
Feldlinien in das interplanetare Magnetfeld tber. Im Fall, daR das Magnetfeld paral-
lel zur x-Achse ist, andert sich auf der Tagseite wenig im Gegensatz zur Nachtseite.
Verglichen mit dem Magnetfeld eines Dipols féllt das Feld eines Quadrupols schneller
ab. Dadurch spielt das interplanetare Magnetfeld im Schweif eine wesentlich groRere
Rolle als im Fall eines Dipols, wie in Abbildung 4.6d deutlich wird.

Bei einer Streckung der Feldlinien im Schweif (Abbildung 4.6e) werden durch diese
Verzerrung Strdme generiert. Abbildung 4.6f zeigt den Verlauf der Strome in der y-z-
Ebene in einer Entfernung von x = —20Re vom Erdmittelpunkt aus gemessen. In der
Mitte bildet sich, wie auch beim Pole-on-Dipol, eine ringférmige Struktur aus. Zwei
weitere Zentren fur halbkreisférmige Stréme sind in der Aquatorebene am Rand der
Magnetopause zu finden.

Ein weiterer interessanter Fall ist die Konfiguration, die bei Vogt und Glassmeier
(2000) mit n = 1 bezeichnet wird. Dies entspricht einem magnetischen Quadrupol-
moment Q,y oder den von Null verschiedenen GauBkoeffizienten ¢3 und c3, die durch
)= —\/%cg verknipft sind. Interessant an dieser Konfiguration ist, da® Nullfeldlinien
auftreten. Da eine Darstellung der Feldlinien im zweidimensionalen sehr unanschau-
lich ist, wird auf die Behandlung dieser Konfiguration hier verzichtet.

4.4.4. Dipol-Quadrupol-Konfiguration

Naturlich sind verschiedenste Kombinationen von Dipol- und Quadrupolmoment vor-
stellbar und méglich. Als Beispiel ist hier die Uberlagerung eines zonalen Dipols ¢? =
5000 nT mit einem zonalen Quadrupol ¢ = 23000 nT gewahlt (Abbildung 4.7a). Diese
Werte wurden so gewahlt, dal} die magnetische Energie dieser Kombination gleich der
Energie des zonalen Dipols ¢? = 30000 nT ist. Der erdnahe Bereich wird durch eine
komplizierte, im wesentliche quadrupolare Struktur beherrscht. So befindet sich an den
beiden geographischen Polen jeweils ein magnetischer Pol der gleichen Polaritat und
nahe des Aquators ein polarer Ring der entgegengesetzten Polaritit. Die Asymmetrie,
die darin besteht, daR der polare Ring nicht wie beim zonalen Quadrupol in der Aqua-
torebene liegt, ist bedingt durch den Beitrag des Dipol. Im Schweif hingegen dominiert
auf Grund des schnelleren Abfalls des Quadrupols der Dipolanteil das Magnetfeldes.
Das Besondere an dieser Dipol-Quadrupol-Kombination ist, dal Situationen auftreten

81



4. Magnetfelder und Feldlinien

10F B
€ of ]
N
-10F 1
-20 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n}
-40 -30 -20 -10 0 10 20
X [R]
(a) Geschlossene Magnetosphére, ¢ =
Ca = O, A= 1
10F 9 10F 1
€ of 12 of ]
N N
-10F 1 -10f ]
-20 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] '20 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n}
-40 -30 -20 -10 0 10 20 -40 -30 -20 -10 0 10 20
X [Re] X [Re]
(b) Offene Magnetosphare, ¢; = 0.1, c5 = (c) Offene Magnetosphére, ¢; = 0.1, ¢4 =
0.9, B, senkrecht zu x, 4 = 1. 0.9, B, parallel zu x, 1 = 1.
15 T T T T T
20J T T T T T T T T T T T ] \\::":‘Y'
P 1 101 \\\'//’\:::::/ N
SANANN S SNy
NN R U VAN P
10 1 5L \\:\\QM\/\)\H;Z,/, |
] ] — :iil\&/’)///ﬁ/::i
_ £ ook TITTEN “mTTT
%O* B N -1,,-\\M/i \\\\\
i ] P At SN
of ] Lolliiiioiiin
10 PN e e, . -
x=-20R,
-20 CL 1 L L L L L 1 1 1 1 L | -15 I ! I ! |
40 30 20 10 10 20 -5 -0 5 0 5 10 15
X [R] y [Re]

(d) Feld mit Schweifstrémen, ¢; = ¢4 =
0, 1 =0.15.

Abbildung 4.7.: Feldlinien und Schweifstréme einer Dipol-Quadrupolkombination mit c(l’

5000 nT und cJ = 23000 nT.
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konnen, in denen die Feldlinien des Dipols und Quadrupols antiparallel zu einander
sind und sich somit bei gleicher Feldstarke aufheben. Es entstehen dann sogenannte
neutrale Punkte. In Abbildung 4.7a befindet sich ein neutraler Punkt in der stidlichen
Hemisphére.

Die Offnung der Magnetosphare wirkt sich starker auf der Nacht- als auf der Tagseite
aus (Abbildung 4.7b und c). Unterschieden werden muf hier wieder aus welcher Rich-
tung das interplanetare Magnetfeld einféllt. Im Fall, dal? das interplanetare Magnetfeld
senkrecht zur x-Achse (Abbildung 4.7b) orientiert ist, werden die die Feldlinien auf
der einen Hemisphére in Richtung der Erde komprimiert, wahrend sie auf der anderen
Hemisphare als offene Feldlinien in das interplanetare Magnetfeld tbergehen. Ist das
interplanetare Magnetfeld parallel zu x-Achse (Abbildung 4.7c), so erstrecken sich die
nun offenen Feldlinien in den Schweif hinein.

Bei einer Streckung der Feldlinien im Schweif (Abbildung 4.7d) werden aus den ge-
schlossenen Schweiflinien in Abbildung 4.7a offene Feldlinien. Durch diese Verzer-
rung wird ein Strom generiert, wie er in Abbildung 4.7e zu sehen ist. Gut zu erkennen
ist die dipolare Struktur des Schweifs (vergleiche auch Abbildung 4.4f). Die Strom-
schicht ist im Gegensatz zur reinen Dipolkonfiguration aus der Aquatorebene heraus
verschoben und es handelt sich nicht mehr um eine ebene Schicht, sondern eine ge-
krimmte. Dieser Schichtstrom wird in nicht symmetrischer Weise Uber Strome jeweils
in den beiden Hemisphéaren geschlossen.
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4.4.5. Simulierte Feldumkehrung

Ein realistisches Bild der Magnetfeldkonfigurationen wahrend einer Feldumkehrung
bieten numerische Simulationen, wie sie von Glatzmaier und Roberts (1995) durchge-
fuhrt und bereits in Abschnitt 2.4 vorgestellt wurden.

Die Entwicklung des Magnetfeldes ist in den Abbildungen 4.8 und 4.9 zu sehen.
Abbildung 4.8 zeigt die zeitliche Entwicklung der GaulRkoeffizienten des Dipol- und
des Quadrupolanteils dieser Simulation. Auf der linken Seite sind jeweils die ,,Betra-
ge* ¢' der Multipole aufgetragen, auf der rechten Seite die Drehwinkel A" um die
z-Achse. Sehr gut zu erkennen ist das ,,Umklappen® des zonalen Dipolanteils von
¢ = —12000nT auf ¢ = +17500nT. Der sektorielle Anteil c} andert sich vom Be-
trag her kaum, aber er dreht sich in nicht vorhersagbarer Weise um die z-Achse. Auch
der Quadrupolanteil zeigt kein eindeutiges Verhalten, sondern springt innerhalb einer
Groélenordnung. Zur Zeit der Feldumkehrung ist der Quadrupolanteil nicht signifikant
groRer als zu anderen Zeiten. Dal’ die hoheren Multipolanteile wéahrend der Polum-
kehrung eine nicht unerhebliche Rolle spielen, liegt an der Abnahme des Dipols, denn
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(b) Entwicklung des Quadrupolanteils.

Abbildung 4.8.: Entwicklung der GauRkoeffizienten bis zum Grad n = 2 wahrend einer si-
mulierten Feldumkehrung. Auf der linken Seite sind jeweils die ,Betrédge” c 7' der Multipole
aufgetragen, auf der rechten Seite die Drehwinkel A" um die z-Achse.
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(c) Zur Zeit der Feldumkehr.

Abbildung 4.9.: Betrag des Magnetfeldes an der Erdoberfidche wahrend einer simulierten

Feldumkehrung.
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4. Magnetfelder und Feldlinien

in diesem Zeitraum sind Dipol- und Quadrupolmoment von vergleichbarer Grolie.

In Abbildung 4.9 ist der Betrag des Magnetfeldes zu verschiedenen Zeiten wéhrend
der Feldumkehrung zu sehen. Die dipolare Struktur des Magnetfeldes ist 15000 Jahre
vor der Umkehrung deutlich zu erkennen. Das Feld ist mit 27000 n'T maximal an den
geographischen Polen und mit 11000 nT minimal am Aquator. Bereits 1000 Jahre vor
der Umkehrung tritt der Quadrupolanteil deutlich hervor. Wahrend der Feldumkehrung
sind auf der stidlichen Hemisphére zwei Maxima und auf der nérdlichen Hemisphére
und am Aquator jeweils ein Minimum zu finden. Der maximale Magnetfeldbetrag sinkt
auf 6000 nT.

Die Abnahme des Magnetfeldes und die Anderung der Konfiguration wahrend der
Polumkehrung fiihren auch zu einer Anderung in der Struktur und GroRe der Magne-
tosphare. Die GroRe der jeweiligen Magnetosphédre wurde nach den Methoden aus
Abschnitt 4.2 bestimmt. Abbildung 4.10 zeigt die Entwicklung der Magnetospharen-
groRe an Hand der Standoffdistanz und des Schweifradius wahrend der 30000 Jahre
der Simulation von Glatzmaier (personliche Mitteilung). Das Verhaltnis dieser beiden
GroRen ist mit 1:2 beibehalten worden. Der Schweifradius betragt vor und nach der
Feldumkehrung ungefahr 14R.. Wahrend der Umkehrung sinkt dieser Wert auf 5Re.
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Jahre beziiglich Feldumkehrung

Abbildung 4.10.: Entwicklung des Magnetopausenradius R, und der Standoffdistanz Rg wah-
rend einer simulierten Feldumkehrung.

4.5. Vergleich der Magnetospharenmodelle

In den Kapitel 2.1, 2.6.3.1 und 3 wurden drei verschiedene Magnetfeldmodelle vorge-
stellt: zum einen die Kugelfunktionsentwicklung ohne Magnetosphére und zum ande-
ren ein spharisches und ein zylindrisches Magnetospharenmodell. In allen drei Model-
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Rm

GSE-Koordinaten

Abbildung 4.11.: Geometrie der Magnetfeldmodelle. Dargestellt ist die sphérische Magne-
tosphdre mit dem Radius Rs und die zylindrische Magnetosphdre mit dem Zylinder auf der
Nachtseite und der Halbkugel auf der Tagseite mit dem Magnetosphdrenradius Ry, und der
Standoffdistanz Rs. Die Standoffdistanz Rs im zylindrischen Modell entspricht dem Magneto-
sphérenradius Ry, im sphérischen Modell.

len geht die Starke des Magnetfeldes tber die Gaul3koeffizienten ein, zusatzlich gibt
es noch unterschiedliche geometrische Parameter. Abbildung 4.11 zeigt die Geometrie
der Modelle.

Zu sehen ist die sphérische Magnetosphdre mit dem Radius Rs und der Erde im Zen-
trum und die zylindrische Magnetosphare bestehend aus einem Zylinder mit dem Radi-
us Ry, auf der Nachtseite und der Halbkugel mit demselben Radius R, auf der Tagseite.
Die Erde liegt dabei innerhalb der Halbkugel und ihr Abstand zur Magnetopause wird
durch die Standoffdistanz Rs beschrieben.

In Abbildung 4.12 sind fir einen zonalen Dipol der heutigen Stérke die Feldlinien un-
ter der Verwendung der verschiedenen Magnetfeldmodelle zu sehen. Von links nach
rechts sind die zylindrische Magnetosphére, die spharische Magnetosphére und die
Multipolentwicklung ohne Magnetosphére dargestellt. Im Fall der Multipolentwick-
lung ohne Magnetosphére und der spharischen Magnetosphére ist das Magnetfeld ro-
tationssymmetrisch beziiglich der z-Achse. Im Fall der zylindrischen Magnetosphére
liegt diese Symmetrie nicht vor. Verglichen mit der Multipolentwicklung ohne Magne-
tosphare wird das Magnetfeld in der zylindrischen Magnetosphére auf der Tagseite,
also in der Halbkugel, gestaucht und auf der Nachtseite im Zylinder gestreckt. In der
spharischen Magnetosphére wird es auf der Tag- und auf der Nachtseite gleichermalien
gestaucht. Auf der Tagseite lai3t sich das Magnetfeld der zylindrischen Magnetospha-
re recht gut durch das einfachere Modell der sphérischen Magnetosphére darstellen.
Doch bereits in den Regionen unter- und oberhalb der Pole treten Abweichungen auf.
Auf der Nachtseite im Schweif &Rt sich das sphérische Modell gar nicht mehr verwen-
den. In diesem Fall eignet sich die Multipolentwicklung ohne Magnetosphére besser.
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Abbildung 4.12.: Feld eines zonalen Dipols in der zylindrischen und der spharischen Magne-
tosphare sowie ohne Magnetosphére (von links nach rechts).

Um eine bessere Vorstellung von den Unterschieden des sphérischen Modells bzw. der
Multipolentwicklung ohne Magnetosphére vom zylindrischen Modell zu bekommen,
wurden die Abweichungen b des Betrages und die Abweichungen a des Winkel fur
verschiedene Kugelschalen bestimmt:

| B;l
b=1- , (4.20)
|Ezylinder|
B.-B_.
cosq = — 2 (4.21)
|Ei”-zylinder|

Der Index i gibt hier wahlweise das Magnetfeld der Multipolentwicklung ohne Ma-
gnetosphédre und das Feld der sphéarischen Magnetosphére an. Abbildung 4.13 zeigt
die maximalen Abweichung des Magnetfeldbetrages und der Winkelabweichung auf
einer Kugelschale mit dem Radius r. Der Radius r ist hier in Einheiten der Standoft-
distanz angegeben. Untersucht werden die Konfigurationen eines zonalen Dipols (c?),
eines Pole-on-Dipols (c}) und eines zonalen Quadrupols (c9). Dabei wird deutlich, daf
das Magnetfeld einer Multipolentwicklung ohne Magnetosphare (Abbildung 4.13a)
nicht so stark von dem Feld einer zylindrischen Magnetosphére abweicht wie das Feld
in einer spharischen Magnetosphare (Abbildung 4.13b). So ist z. B. im Vergleich der
zylindrischen Magnetosphare mit einer Multipolentwicklung ohne Magnetosphare die
Abweichung des Magnetfeldbetrages bis zu einer Entfernung von r = 0.4R¢ kleiner als
3%, und die Winkelabweichungen liegen unter 1.5°. Beim Vergleich mit einer sphéri-
schen Magnetosphare werden Abweichungen dieser Grél3e bereits in einer Entfernung
r = 0.25R erreicht. Zu beachten ist, dal} es sich hierbei um jeweils die maximale Ab-
weichung auf einer Kugelschale handelt. Es wird also nicht nach Tag- und Nachtseite
unterschieden. Die grolien Abweichungen im Fall der sphérischen Magnetosphére sind
durch das Fehlen des Schweifes begriindet.

In Tabelle 4.2 sind fur die verschiedenen Magnetfeldkonfigurationen (zonaler Dipol,
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(a) Vergleich zwischen Multipolentwicklung ohne Magnetosphére und zylindrischer
Magnetosphare.
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(b) Vergleich von spharischer und zylindrischer Magnetosphare.

Abbildung 4.13.: Magnetfeldabweichungen durch unterschiedliche Magnetospharenformen.
Dargestellt ist die maximal Abweichung b des Betrages und die maximale Abweichung a des
Winkel auf jeweils einer Kugelschale mit dem Radius r. Es sind Abweichungen fur den zonalen
Dipol (ccl’), den Pole-on-Dipole (ci) und den zonalen Quadrupol (cg) untersucht worden.

Zonaler Dipol | Pole-on-Dipol | Zonaler Quadrupol
¢y [nT] Re[Rs] Re[Rs] Re[Rs]
30000 0.100 0.133
25000 0.110 0.143 0.211
20000 0.125 0.154 0.222
10000 0.133 0.200 0.267
5000 0.200 0.250 0.308

Tabelle 4.2.: Erdradien gemessen in Standoffdistanzen fur die drei verschiedenen Magnetfeld-
konfigurationen (zonaler Dipol, Pole-on-Dipol und zonaler Quadrupol) bei unterschiedlichen
Feldstarken.
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4. Magnetfelder und Feldlinien

Pole-on-Dipol und zonaler Quadrupol) der Erdradius in Einheiten der Standoffdistanz
fur unterschiedliche Feldstarken angegeben. Wie oben gezeigt wurde, liegt die Grenze,
bei der der EinfluR der Magnetospharenform auf das Magnetfeld keine Rolle mehr
spielt bzw. die Abweichungen Kleiner als 3% sind, bei ungefdhr Rg = 0.25. Ist man
am Magnetfeld an der Erdoberflache oder im erdnahen Raum interessiert, so reicht
es aus, die Berechnungen mittels einer Multipolentwicklung durchzuftihren, wenn die
Magnetosphére grolRer als 4Re ist. Bei kleineren Magnetosphéren, wie z. B. im Fall
c9 = 5000 nT kann diese Grenze auch unterhalb der Erdoberflache liegen, so daB der
Einflul der Magnetospharenform bereits an der Erdoberflache zu spiren ist.
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5. Hochenergetische Teilchen in der
Magnetosphare

Das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphére beeinflut die Bewegung hochenerge-
tischer, geladener Teilchen und damit auch die Teilchenfliisse in die Atmosphare. In
diesem Kapitel wird die Bewegung kosmischer Teilchen in unterschiedlichen Pal&o-
magnetosphéren betrachtet, um letztendlich die Teilcheneinfélle auf die Erde zu cha-
rakterisieren.

Der erste Teil dieses Kapitels behandelt die technischen Aspekte der Teilchenunter-
suchungen, wie die Bestimmung von Teilchenbahnen (Abschnitt 5.1) innerhalb der
Magnetosphére, die Definition von Cutoftbreiten bzw. Impaktflachen fiir den Einfall
von Teilchen auf die Erdoberfliche und die Berechnung von Teilchenflissen (Ab-
schnitt 5.5). Auch wird gezeigt, wie sich die Teilchenbahnen flr verschiedene Ma-
gnetosphérengréRen skalieren lassen (Abschnitt 5.2). Der zweite Teil des Kapitels be-
schaftigt sich mit den Ergebnissen. In den Abschnitten 5.3 und 5.4 werden die zu un-
tersuchenden Teilchen klassifiziert, und es werden die Teilchenverteilungen im Aul3en-
raum der Magnetosphére festgelegt. Ausgehend von diesen Anfangszustanden werden
die Teilchenbahnen innerhalb der Magnetosphére bestimmt, um daraus Cutoftbreiten
und Impaktflachen zu berechnen (Abschnitt 5.6). Weiterhin wird der EinfluR der Ma-
gnetosphérenform bzw. des Magnetospharenmodells auf den Teilcheneinfall auf die
Erde untersucht (Abschnitt 5.7).

5.1. Berechnung der Teilchentrajektorien

5.1.1. Bestimmung der Trajektorien mittels Leapfrog-Verfahren

Bei der Bestimmung der Magnetfeldlinien wurde bereits das Runge-Kutta-Verfahren
zur Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung vorgestellt (Abschnitt 4.1). Ei-
ne Alternative zu diesem Verfahren bietet das Leapfrog-Verfahren, wie es von Birds-
dall und Langdon (1985) beschrieben wird. Es handelt sich hierbei um eine sehr ein-
fache und genaue Methode zur Losung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Hierbei wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung

= x B (5.1)
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5. Hochenergetische Teilchen in der Magnetosphére

in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung

dr
i (5.2)
m—dy— vx B 5.3

zerlegt. Da auf der rechten Seite von Gleichung (5.1) nur die Lorentzkraft steht, die
keine Wirkung auf den Betrag der Geschwindigkeit hat, gilt die Differentialgleichung
und ihre Zerlegung auch fir den relativistischen Fall.

Beim Leapfrog-Verfahren benutzt man ein zeitversetztes Schema, d. h. die Orte r;
werden zu ganzen Zeitschritten i - At und die Geschwindigkeiten v, zu halben Zeit-
schritten (i + 3) - At betrachtet.

Mit der Notation r; = r(i-At), v, , , = V((i+ %) - A) und entsprechend fur die anderen
GroRen lassen sich die Gleichungen (5.2) und (5.3) in Differenzenschreibweise wie
folgt angeben

r r.

LI

|+At i _ Vi1 (5.4)
Vivz = Vi Q B = B 5.5
T At muXE7 2m(yi+1/2 +Vi10) X By (5:5)

Um v,,,,, zu bestimmen, werden die Terme der Gleichungen (5.5) umsortiert, wie es

bei Motschmann (WS 1996/97) gezeigt wird:

gAt gAt
Vivip ~ om Viv12 X B = Viigp om Vi_1j2 X B. (5.6)

Das Vektorprodukt v x B kann man auch in Matrixschreibweise B - v angeben:
VXB=B-v

VzBy — VxB; = Boyvy + BZZVy + BV,

O BZ _By
E = _BZ O BX . (5.7)
By _BX O

Unter Verwendung der Einheitsmatrix | 183t sich nun Gleichung (5.6) umformen:

gAt gAt
i!i+1/2 " om Ei “Vis2 = Vit m Viiyp X B (5.8)
Den Vektor v, , , kann man nun nach dem Distributivgesetz ausklammern:
gAt gAt
(1= 20 B) Ve = (L 5 B) Vi (5.9)
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5.1. Berechnung der Teilchentrajektorien

Bildet man dann zu der auf der linken Seite stehenden Matrix die Inverse und multi-
pliziert sie von links an die Gleichung, erhdlt man ein Ergebnis fur die Geschwindig-

keit v, , und mit Gleichung (5.4) die Losung fir die Teichenbahn r, ,
At
Vi = (1= gmﬁ) "1+ 2 B) Vi1 (5.10)
£i+1 = r +At- V|+l/2 (511)

Das Magnetfeld B muR entweder in analytischer oder diskreter Form an jeder Stiitz-
stelle vorliegen. Im n&chsten Abschnitt wird darauf eingegangen, wie der Zeitschritt At
zu wéhlen ist, damit die numerische Berechnung der Teilchenbahnen stabil ist.
Abbildung 5.1 zeigt die Bahnen hochenergetischer kosmischer Protonen (1 GeV) in
einem zonalen Dipolfeld ¢ = 30000 nT. Dargestellt sind hier nur einige Teilchenbah-
nen, deren Anfangsgeschwmdlgkelt radial zur Erde gerichtet ist. In dem vorliegenden
Beispiel werden die Teilchen in der Magnetosphére reflektiert und verlassen diese wie-
der.

Z[R]
®

Abbildung 5.1.: Bahnen hochenergetischer Teilchen (1 GeV) in der Magnetosphére fur ein
zonales Dipolfeld ¢ = 30000 nT.

Die Teilchenbahnen lassen sich in verschiedenen Gruppen zusammenfassen.

e \orbeigehende Teilchen: Sowohl mit als auch ohne Magnetfeld gelangen diese
Teilchen nicht bis zur Erde. Im allgemeinen handelt es sich hierbei um Teilchen
mit einem sehr groRBen Einfallswinkel, die sich entweder nahezu geradlinig an
der Erde vorbeibewegen, weil sie im schwachen Fernfeld der Erde nicht abge-
lenkt werden, oder aber deren Ablenkung im erdndheren Feld nicht ausreicht,
um als fokussierte Teilchen zur Erde zu gelangen.
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¢ Direkt einfallende Teilchen: Diese Teilchen gelangen sowohl mit als auch ohne
Magnetfeld zur Erde. Im wesentlichen handelt es sich hierbei um radial einfal-
lende Teilchen bzw. nahezu radial einfallende Teilchen, die auch im Magnetfeld
nicht oder nur schwach abgelenkt werden.

o Reflektierte Teilchen: Ohne Magnetfeld wirden diese Teilchen zur Erde gelan-
gen. Durch die Lorentzkraft werden diese Teilchen im Magnetfeld abgelenkt
bzw. reflektiert und verlassen die Magnetosphére wieder.

e Fokussierte Teilchen: Ohne Magnetfeld wiirden sich diese Teilchen mehr oder
weniger gradlinig an der Erde vorbeibewegen. Durch das Magnetfeld werden sie
nun so abgelenkt, daR sie die Erde erreichen.

5.1.2. Wahl des Zeitschrittes

Der Zeitschritt At sollte zum einen so Klein wie nétig gewéhlt, damit die numerische
Berechnung stabil bleibt, er sollte aber auch so groR wie moglich gewéhlt werden,
damit nicht unndtig viele Rechenschritte durchgefiihrt werden missen, die zu einem
grol3en Zeitaufwand fiuhren kénnen, denn es soll nicht nur eine Teilchenbahn, sondern
mehrere Tausend berechnet werden.

Das Magnetfeld, in dem sich das Teilchen befindet, ist nicht homogen, sondern wird
mit Annéherung an den Planeten starker. In einem groReren Magnetfeld wird ein elek-
trisch geladenes Teilchen starker abgelenkt als in einem kleineren. Daher ist es sinn-
voll, fur die Zeitkonstante At nicht einen festen Wert zu wéahlen, sondern diesen nach
der Starke der Bahnkrimmung zu wéhlen. Die Bahnkriimmung kann man aus der Be-
wegungsgleichung bestimmen, wie im folgenden gezeigt werden soll.

Die Bewegungsgleichung fir ein elektrisch geladenes Teilchen im Magnetfeld lautet:

dv
md—t‘ =qvx B und (5.12)
dr
V=—= (5.13)

Mit v = ds/dt, wobei s die L&nge der Teilchenbahn beschreibt, 1aRt sich die rechte
Seite umformen und man erhalt:

,8r d°r _ g
mV@:qYXE = @:Wyxﬁ (514)

Die Krimmung einer Kurve im Raum wird durch die zweite Ableitung nach der Kurve
beschrieben (Bronstein und Semendjajew, 1989):

2

1 (d?r
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5.1. Berechnung der Teilchentrajektorien

Hierbei ist p der Krimmungsradius und r der Ortsvektor zum entsprechenden Punkt
der Kurve.

Setzt man diese beiden Gleichungen ineinander ein, so ist die Krimmung der Kurve
gegeben durch

1 9’ 2 @ N2
/? = m2v4(y>< B) = m2v4(v. B-sina) (5.16)
mv
= — 17
=F Iq|Bsina (5.17)

Der Winkel « ist hierbei der sogenannte Pitchwinkel, also der Winkel zwischen der
Teilchengeschwindigkeit und dem Magnetfeld. p ist der Krimmungsradius.

Bei der Kreisbewegung eines klassischen Teilchens ist der Zeitschritt At mit der Bahn-
geschwindigkeit v und dem Bahnsegment As = pAB wie folgt verknupft:
(617) MAB
At =VAS =VpAB =" ——, 5.18
pAS |gIB sina ( )

wobei p der Kreisradius und AB der tberstrichene Winkel ist.
Als Alternative zur theoretischen Berechnung des Krimmungsradius, wie es eben ge-
schehen ist, bietet sich die direkte Berechnung an, die sich aus der Definition des
Krimmungsradius in Gleichung (5.15) ergibt:

1 (d%\ [(dy\ (d%2)\°
29X L (0Y) L (92) (5.19)
p? \ds? ds? ds?
Hierbei ist p der Kriimmungsradius und X, y, z sind die Ortskoordinaten der Kurve. Mit
vy = vdx/ds lait sich die Krimmungsgleichung auch wie folgt
1 1 [{dvy ) dvy2 dv, )\
el B -y —Z 5.20
02 vzl(ds) +(ds "\ ds (5.20)
schreiben.
Zunéchst wurden die Teilchenbahnberechnungen an einfachen Beispielen berprift.
Der einfachste Fall ist ein homogenes Magnetfeld entlang einer der Koordinatenach-
sen. Das Teilchen bewegt sich dann auf einer Kreisbahn (mit einem konstanten Radius
p) in der Ebene senkrecht zur gewahlten Achse. Es wurde dabei getestet, ob der Betrag
der Geschwindigkeit v und der Kreisradius p konstant bleiben. Damit diese Testkrite-

rien auch nach 40000 Berechnungsschritten der Teilchenbahn numerisch erfillt sind,
wird der Zeitschritt At mit

f mAS
lgIBsina’

f = 0.005 (5.21)

gewahit.
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5. Hochenergetische Teilchen in der Magnetosphére

Ein weiterer einfacher Fall ist die Bewegung eines Teilchens in der Aquatorebene eines
Dipolfeldes, wie es bei Willis et al. (1997) gezeigt wird. Das Teilchen bewegt sich
in der Ebene senkrecht zur Dipolachse. Das Fuhrungszentrum dieser Bewegung ist
wiederum ein Kreis. Zusatzlich wird noch eine Gyrationsbewegung um dieses Zentrum
herum ausgefuihrt. Auch hier muf3 wieder gelten, dal? der Betrag der Geschwindigkeit,
sowie der Radius des Kreises konstant bleiben muf3. Beides wurde fiir unterschiedliche
Dipolstérken und Teilchengeschwindigkeiten Uberprift und bestétigt.

Zur Verifikation der Teilchenbahn 1&Rt sich auch die tatsdchliche Krimmung bzw. der
Krimmungsradius in jedem Punkt der Bahn nach Gleichung (5.20) mit dem theoreti-
schen Wert vergleichen, der sich nach Gleichung (5.16) berechnen l&Rt. Betrachtungen
fur unterschiedliche Magnetfeldkonfigurationen und Teilchenenergien zeigen bei obi-
ger Wahl des Zeitschrittes eine gute Ubereinstimmung.

5.2. Ahnlichkeit und Skalierbarkeit von
Teilchentrajektorien

Da die Berechnung von vielen unterschiedlichen Teilchenbahnen sehr zeitaufwendig
werden kann, wird nach einer Méglichkeit gesucht, Teilchenbahnen zu skalieren oder
Klassen von Teilchen zu finden, die sich auf gleichen Bahnen bewegen.

In Abschnitt 5.1.2 wurde der Kriimmungsradius der Teilchenbahn bestimmt, und Glei-

chung (5.17) gibt ihn mit
mv

- IqIBsina

an. Gleiche Teilchenbahnen haben in jedem Punkt ihrer Bahn den gleichen Krim-
mungsradius p. Der Pitchwinkel o und der Magnetfeldbetrag B sind keine Teilchenei-
genschaften. Verbleibt noch der Ausdruck

Jal

mv’
der auch magnetische Steifigkeit genannt wird. Ist die Steifigkeit fur verschiedene Teil-
chen gleich, so bewegen sie sich bei gleichen Anfangsbedingungen auf gleichen Bah-
nen. Mit anderen Worten: Ein Teilchen mit der Masse m und der Geschwindigkeit v
bewegt sich im Magnetfeld B auf derselben Bahn wie ein Teilchen mit der doppelten
Masse und der halben Geschwindigkeit im selben Magnetfeld oder wie ein Teilchen
mit der doppelten Geschwindigkeit in einem zweimal so groRen Magnetfeld.
\Von besonderem Interesse sind in dieser Arbeit die Abhdngigkeit der Bahnen vom
Magnetfeld und der Geschwindigkeit bzw. Energie eines Teilchens. Das Magnetfeld
ist charakterisiert durch das Dipol- und Quadrupolmoment, sowie durch die Grole der
Magnetosphére. In Kapitel 4.3 wurde beschrieben, auf welche Art und Weise sich das
Magnetfeld skalieren 1&Rt. Mit Gleichung (5.17) lai3t sich der Krimmungsradius dann
als

ol

(5.22)

_ (Rin/Rmo)™? mv
~ /el lalBo(F)sina

p(D (5.23)
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schreiben, wobei konstante Sonnenwindbedingungen vorausgesetzt werden. Der Vek-
tor T gibt die relative Position in Bezug auf die Magnetosphdre an. Somit gibt es nur
zwei Moglichkeiten der Skalierung von Teilchentrajektorien:

1. Teilchen mit gleicher Steifigkeit mv/|g| beschreiben gleiche Bahnen im selben
Magnetfeld,

2. gleiche Teilchen (m, v, g) bewegen sich in einem durch R™?/c™ = const skalier-
ten Magnetfeld auf gleiche Bahnen (Abschnitt 4.3).

Die zweite Skalierungsrelation spiegelt zwei Aspekte der Interpretation wieder. Er-
stens: Es gilt B(T) = Bo(T), d. h. das Magnetfeld an der Magnetopause ist von der
Stérke des Multipolmoments unabhangig. Somit kdnnen Teilchen, die fiir By nicht in
die Magnetosphare gelangen, es auch nicht fir das skalierte B. Zweitens: Teilchen mit
hohen Energien (Protonen mit einer Energie wesentlich grofer als 10 GeV) werden im
heutigen Feld nur wenig abgelenkt und erreichen die Atmosphére, wéhrend Teilchen
mit kleineren Energien stérker abgelenkt und bei einem Abstand r reflektiert werden
und die Magnetosphére wieder verlassen. Auf Grund der Skalierungsrelation ist r
gemessen in R, konstant. Wird z. B. im heutigen Feld ein Teilchen bei r,¢ = 0.5R,
reflektiert, so geschieht dieses auch in einem kleineren Feld. In diesem Fall hat Ry,
einen kleineren Wert, die relative Lage der Erdoberflache hingegen hat einen gréf3eren
Wert mit e = Re/R, (wie bereits in Kapitel 4.3 erlautert wurde). Somit kann es wegen
fe > I SeiNn, dald Teilchen, die heute innerhalb der Magnetosphare reflektiert werden,
in einem kleineren Feld bis zur Atmosphére gelangen, wenn i < r .

5.3. Kosmische Teilchen

Die hochenergetischen Teilchen im erdnahen Raum lassen sich durch ihre jeweilige
Orts- und Winkelverteilung und durch ihr Energiespektrum charakterisieren. Insbeson-
dere das Energiespektrum spielt eine entscheidende Rolle bei atmosphérischen Prozes-
sen.

Die verschiedenen Teilchenpopulationen, die fir atmosphérische Prozesse von Inter-
esse sind, sollen hier kurz in vereinfachter Darstellungsweise aufgezahlt werden:

e Galaktische kosmische Strahlung:
nahezu isotrop einfallende, hochenergetische Teilchen in einem Energiebereich
von wenigen MeV bis einigen GeV.
Kosmische Teilchen haben ihren Ursprung auf3erhalb der Heliosphére.

e Solare hochenergetische Teilchen:
anisotrop einfallende, energetische Teilchen in einem Energiebereich bis zu we-
nigen 10 MeV.
Solare Teilchen haben ihren Ursprung auf der Sonne und werden bei solarer
Aktivitat in Flares und an der damit verbundenen interplanetaren StoRwelle be-
schleunigt.
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¢ Ringstromteilchen:
anisotrop verteilte Teilchen in einem Energiebereich kleiner als 1 MeV.
Die Ringstromteilchen, auch als gefangene Teilchen bezeichnet, gelangen wah-
rend magnetischer Teilstlirme in die Magnetosphére und fuhren dort im Erd-
magnetfeld eine aus Gyration, Spiegelung und Drift iberlagerte Bewegung aus.
Liegt der Spiegelpunkt innerhalb der Atmosphare, werden die Teilchen in atmo-
spharische Prozesse eingebunden und gehen dort verloren.

Diese Arbeit beschréankt sich auf die galaktische kosmische Strahlung. Dabei werden
Protonen in einem Energiebereich von 1 MeV-10 GeV betrachtet. Es wird angenom-
men, dal} die Teilchen isotrop auf die Erdmagnetosphare treffen. Eine kurze Zusam-
menfassung uber kosmische Strahlung wird von Kallenrode (2000) gegeben. Weitere
Betrachtungen sind bei Bieber et al. (2000) zu finden.

Die Quellen der galaktischen kosmischen Strahlung befinden sich auBerhalb des Son-
nensystems, aber noch innerhalb unserer Galaxie. Nur die sehr hochenergetischen Teil-
chen konnen ihren Ursprung auch auBerhalb der Galaxie haben. Die kosmische Strah-
lung, die auf der Erde ankommt, setzt sich aus sémtlichen bekannten Elementen zu-
sammen. Am starksten vertreten sind dabei Protonen und a-Teilchen. Eins der ersten
Energiespektren der kosmischen Strahlung ist von Meyer et al. (1974) veréffentlicht
worden und wird bis heute als gultiges Spektrum verwendet. Die Spektren der einzel-
nen Elemente kénnen abschnittsweise durch Potenzgesetze der Form

I(E) = I - (EEO)7 (5.24)

beschrieben werden. Kallenrode (personliche Mitteilung, 2001) nimmt beispielsweise
fur das Energiespektrum von Protonen folgende Werte an:

Energiebereich [MeV] | Io [1/m?srsMeV] | Eq [MeV] y
50 - 300 0.8 50| 1.0

300 - 700 8.0 300 | 0.0

700 - 10000 8.0 700 | -1.5

Tabelle 5.1.: Das Energiespektrum der kosmischen Strahlung 1aBt sich abschnittsweise durch
Potenzgesetze beschreiben. Hier sind die Parameter fiir das Spektrum der Protonen bei mittlerer
solarer Aktivitit angegeben.

Die Intensitat kosmischer Teilchen mit einer Energie unterhalb von 5 GeV héangt stark
von der Sonnenaktivitat ab: Sie verhalt sich antizyklisch zum Sonnenzyklus. Maxi-
malen Einflul} hat der Sonnenzyklus auf Teilchen mit einer Energie von 100 MeV,
waéhrend die Intensitéat bei hoher energetischen Teilchen (4 GeV) nur noch bis zu 20%
schwankt. In dieser Arbeit werden kosmische Teilchen bei mittlerer solarer Aktivitat
betrachtet. Abbildung 5.2 zeigt das Energiespektrum der in die Erdatmosphére ein-
dringenden Protonen, das sich nach Gleichung (5.24) und Tabelle 5.1 ergibt.
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Abbildung 5.2.: Energiespektrum der in die Erdatmosphdre eindringenden kosmischen Proto-
nen (Kallenrode, 2001).

Verschiedene Wechselwirkungen der kosmischen Strahlung mit dem interstellaren und
interplanetaren Medium fuihren dazu, dal? die Verteilung der kosmischen Teilchen, die
auf die Magnetosphére der Erde treffen, néherungsweise isotrop ist. Zu diesen Wech-
selwirkungen gehoren StolRprozesse und Beugung an UnregelméRigkeiten des inter-
stellaren bzw. interplanetaren Magnetfeldes (Meyer et al., 1974).

Protonen in dem hier betrachteten Energiebereich missen relativistisch behandelt wer-
den. Die relativistische Masse eines Teilchens ist gegeben durch m = mg/ /1 — v2/c?,
so daf3 sich die kinetische Energie und die Geschwindigkeit durch

1
E = (M — mg)c? = myc? [— -~ 1) (5.25)
V1 -v2/c?
mac*
= l- —— 5.26
- v=e (E + moc?)? (5:26)

ineinander umrechnen lassen.

Um einen Eindruck zu gewinnen, wie sich kosmische Teilchen des hier betrachteten
Energiebereiches im Erdmagnetfeld verhalten, wird der Gyrationsradius dieser Teil-
chen in Erdnéhe betrachtet. Dieser wurde bereits in Gleichung (5.17) mit

_my

~ gBsina

I

angegeben. Man beachte, daR sowohl die Teilchenmasse als auch die Geschwindigkeit
relativistisch angesetzt werden missen. Erst bei hinreichend groRem Gyrationsradius
werden geladene Teilchen nur geringfugig ablenkt und nicht reflektiert. Von Interesse
ist daher der minimale auftretende Gyrationsradius. Somit wird sinae = 1 angenom-
men. Dies ist der Fall, wenn sich ein Teilchen senkrecht zum Magnetfeld bewegt.

99



5. Hochenergetische Teilchen in der Magnetosphére

0.6y T T T
0.5F
04

0.3F

g Re]

0.2

0.1F

! ! ! !
64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
E[MeV]

Abbildung 5.3.: Gyrationsradien hochenergetischer kosmischer Teilchen bei einer Feldstarke
von 7500 nT. Dies ist die maximale Feldstarke flr einen Dipol heutiger Stérke im Abstand von
1 Re Uiber der Erdoberflache.

Abbildung 5.3 zeigt die minimalen Gyrationsradien fur hochenergetische Teilchen bei
einer Magnetfeldstarke von 7500 nT. Dies entspricht der maximale Feldstéarke fiir einen
Dipol heutiger Starke im Abstand von 1R, Uber der Erdoberflache. Dort betragt der
minimale Gyrationsradius erst fur die hochenergetischen Teilchen mit einer Energie
von 8 GeV etwas mehr als einen halben Erdradius. D. h. statt auf die Erdoberflache
zu gelangen, werden diese Teilchen im Erdmagnetfeld reflektiert und verlassen die
Magnetosphére wieder. Somit spielt selbst bei diesen Energien die Ablenkung durch
das Erdmagnetfeld eine wichtige Rolle.

5.4. Anfangsbedingungen fir Teilchenbahnen

In dieser Arbeit werden nur kosmische Teilchen betrachtet, die in erster Naherung als
réaumlich isotrop verteilt angenommen werden. Die Berechnungen der Teilchenbahnen
erfolgt fur jede Teilchenenergie einzeln (siehe Abschnitt 5.3). Alle Teilchenbahnen
starten auf einer zur Erde konzentrische Kugel, wie in Abbildung 5.4 zu sehen ist. Die
Anfangsorte der Teilchenbahnen sind auf dieser Kugel gleichverteilt. In den meisten
Berechnungen in Abschnitt 5.6 wurden 5400 verschiedene Startorte gewahlt. In jedem
dieser Punkte starten mehrere Bahnen mit jeweils verschiedenen Einfallswinkel (in den
meisten Fallen 1350 verschiedene Winkel). Die Winkel sind ebenfalls gleichverteilt.

Um eine Gleichverteilung der Orte und Winkel zu erhalten, wird wie folgt vorgegan-
gen: Es wird ein festes Gitter A9-AA gebildet. In jedem dieser Gittermaschen starten
gleich viele Teilchenbahnen. Da die Gittermaschen unterschiedlich groR sind, wird je
nach GroRe der Gittermasche ein Gewicht zugeordnet. D. h. ein Teilchen, das am Pol
startet, wo die Maschen kleiner sind, hat ein kleineres Gewicht als ein Teilchen, das
am Aquator startet. Gleiches gilt auch fiir die Winkel, die ebenfalls gewichtet werden.
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Abbildung 5.4.: Anfangsorte und -geschwindigkeiten der Teilchenbahnen.

Je nach Einfallswinkel, Teilchengeschwindigkeit, die sich aus der Teilchenenergie er-
gibt, und Startort durchqueren die Teilchen die Kugel, ohne auf die Magnetosphére
zu treffen, oder sie gelangen in die Magnetosphare, werden dort abgelenkt und verlas-
sen die Magnetosphare wieder, oder sie treffen auf die Erde. Registriert werden alle
Teilchen, die auf der Erdatmosphére ankommen. Dabei werden nicht die Anzahl der
Bahnen gezé&hlt, sondern es werden die Teilchen mit ihrer Gewichtung aufaddiert. Der
Radius R, der Erdatmosphére wird mit R, = Re + 100 km festgelegt. Dieser Radius ist
auch stets gemeint, wenn im weiteren Verlauf dieser Arbeit mal Teilcheneinfélle auf
die Erde und mal von in die Atmosphare gesprochen wird.

Bei der Berechnung der Teilchenbahnen werden in den Beispielfallen fur den zonalen
und den Pole-on-Dipol sowie fiir den zonalen Quadrupol skalierte Magnetfelder, wie
sie in Abschnitt 4.3 vorgestellt wurden, verwendet. In Abschnitt 5.2 wurde gezeigt,
dafl’ Teilchen in zueinander skalierbaren Magnetosphdren gleiche Bahnen beschreiben.
Somit kann man den Teilcheneinfall auf der Erdatmosphére fiir mehrere verschiedene
Magnetfelder gleichzeitig bestimmen, indem man fur jedes Magnetfeld den Teilchen-
einfall auf dem dazugehorigen relativen Erdradius bestimmt. In Abbildung 5.4 sind
zwei dieser Radien eingezeichnet. Die Wahl der Magnetfeldstarken fiir die einzelnen
Konfigurationen sind in Tabelle 4.1 zusammengefaft.

Fur die in dieser Arbeit betrachteten Teilchen sind die Gebieten, in die Teilchen auf
die Erde einfallen, unabhéngig von der GroRe der Kugel, auf der die Teilchenbahnen
starten. Dieses gilt nicht fir die Anzahl der einfallenden Teilchen, weshalb mit nor-
mierten Teilcheneinféllen gearbeitet werden muB (siehe Abschnitt 5.5). Vorausgesetzt
wird, dal die tagseitige Magnetosphére vollstandig innerhalb dieser Startkugel liegt.
Das bedeutet auch, dalR das Magnetfeld im hinteren Schweif keinen Einfluf? auf Teil-
chen des hier betrachteten Energiebereichs hat. Dal} diese Vermutung gerechtfertigt
ist, wird in Abschnitt 5.7 gezeigt.
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5.5. Bestimmung von Teilcheneinfallen in die
Atmosphére

Um die Verteilung einfallender Teilchen in der Atmosphére zu charakterisieren, wer-
den verschiedene GroRen vorgestellt, die sogenannte Cutoftbreite und die Impaktflache
und die damit verbundenen Impaktgebiete, der relative Teilcheneinfall und das Ener-
giespektrum der einfallenden Teilchen.

Die Cutoffbreite 8 definiert diejenige geographische Breite, die Gebiete voneinander
trennt, in die Teilchen in die Atmosphdre gelangen bzw. nicht gelangen, wie auch
in Abbildung 5.5 zu sehen ist. Die Cutoffbreite ist eine sehr anschauliche Grofe flr
symmetrische Magnetfeldkonfigurationen, wie z. B. den zonalen Dipol.

Fur nicht symmetrische Magnetfeldkonfigurationen bietet sich der Begriff einer Cu-
toffbreite nicht an. Um trotzdem eine Aussage Uber die Verteilung der einfallenden
Teilchen treffen zu kénnen, wird der Begriff des ,,iImpaktgebietes” und der ,,Impakt-
flache* hier eingefuhrt. Die Impaktgebiete sind all jenen Gebieten, in denen Teilchen
einfallen. In Abbildung 5.5 entspricht das den dunkelgrauen Fl&chen. Die Impaktfla-
che ist ein MaR fur die Gesamtflache, in der Teilchen einfallen, gemessen in Prozent
der Erdoberflache.

Bcutoff

Abbildung 5.5.: Definition der Cutoffbreite und der Impaktgebiete.

Eine weitere interessante Grol3e ist der relative Teilcheneinfall n in die Atmosphare
und das damit verbundene Energiespektrum I .
Der relative Teilcheneinfall n wird definiert durch

_ N(E)
n(E) = m,

wobei N die Gesamtzahl der aller Teilchen ist, die fur eine gewisse, vorgegebene
Magnetfeldkonfiguration pro Energie in die Atmosphare gelangen. Die Groflie Nq be-
schreibt die Anzahl der Teilchen einer festen Energie, die auf die Erde gelangen, wenn
kein Magnetfeld vorhanden wére. Im folgenden wird Nq auch als Nullfeldeinfallsrate
bezeichnet. Wie in Abschnitt 5.4 beschrieben, werden skalierte Magnetfelder verwen-
det, um die Teilchenbewegungen fiir mehrere Feldstarken einer Magnetfeldkonfigu-
ration zu bestimmen. Dabei werden die Teilchenbahnen auf einer Kugel auf3erhalb

(5.27)
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der Magnetosphare gestartet und die Teilchen gezéhlt, die auf den verschieden grof3en
Erdkugeln ankommen. Um Ng zu bestimmen, wird ebenso vorgegangen, nur mit dem
Unterschied, dal3 das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphare Null ist. Flr jede Ma-
gnetfeldstarke erhalt man also ein anderes No.
Die Intensitat der Strahlung gemessen am Erdboden wird durch das Energiespektrum
I(E) der kosmischen Strahlung (Meyer et al., 1974) angegeben, wie in Abschnitt 5.3
beschrieben.
Das Energiespektrum I, der Teilchen in der Atmosphare fiir ein beliebiges Paldomag-
netfeld 140t sich aus dem relativen Teilcheneinfall  und dem heutigen Energiespek-
trums 1, das durch Gleichung 5.24 und Tabelle 5.1 gegeben ist, bestimmen. Dazu muf}
zuerst der relative Teilcheneinfall £ eines beliebigen Feldes bezugliche des heutigen
Feldes bestimmt werden: £

Z(E) = _n(E)

- U(E)heute.
Das Energiespektrum I, der kosmischen Strahlung in einer Paldomagnetosphare ergibt
sich dann aus dem heutigen Spektrum | gewichtet mit der Grél3e £

la(E) = Z(E)I(E). (5.29)

Zur Bestimmung der Cutoftbreite, der Impaktflache und der Teilcheneinfalle werden
Teilchen von auBen auf der Magnetosphdre gestartet und ihre Bahn verfolgt. Hierzu
wird die Bewegungsgleichung integriert, wie in Abschnitt 5.1 beschrieben wurde. Je
nach Startbedingungen (siehe Abschnitt 5.4) und kinetischer Energie durchqueren die
Teilchen die Magnetosphére, werden reflektiert und verlassen die Magnetosphére wie-
der, oder sie treffen auf die Erdatmosphére, wo sie bei atmospharischen Prozesse eine
Rolle spielen.

Zahlt man nun alle auf die Erdatmosphare treffenden Teilchen (N) und sortiert die
Auftrefforte nach geographischen L&ngen und Breiten, so kann man die Cutoftbreite
und Impaktflache bestimmen. Weiterhin kann man aus der Teilchenanzahl N auch den
relativen Teilcheneinfall  und das Energiespektrum I, in die Atmosphére bestimmen.
Smart et al. (2000) berechnen Cutoffbreiten mit Hilfe des Magnetospharenmodells von
Tsyganenko und vergleichen diese auch mit Messungen (Smart und Shea, 2001). Ne-
ben der Cutoffbreite werden auch Impaktgebiete fir unterschiedliche Teilchenenergi-
en bestimmt. Die zu den Berechnungen herangezogenen Teilchenbahnen starten in der
oberen Atmosphdre mit einer radial nach auRen gerichteten Anfangsgeschwindigkeit.
Registriert werden alle Bahnen, die die Magnetopause verlassen. Nachteil dieser Be-
rechnungen ist, da® zum einen nur radiale Anfangsgeschwindigkeiten benutzt werden.
Hierdurch werden viele mogliche Bahnen nicht betrachtet. Zum anderen erhdlt man
durch das Rechnen von innen nach auRen eine sehr inhomogene Verteilung der Teil-
chen auflerhalb der Magnetosphare. Qualitative Betrachtungen des Teilcheneinfalls,
wie sie z. B. oben beschrieben wurden, sind somit nur sehr eingeschrankt moglich.
Die Cutoftbreiten, die sich fiir einen zonalen Dipol nach den Berechnungen der hier
vorliegenden Arbeit ergeben, stimmen gut mit den Ergebnissen von Smart und Shea
(2001) Uberein.

(5.28)
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5.6. Teilchen in moéglichen Palaomagnetospharen

In Abschnitt 4.4 wurden mdégliche Paldomagnetfelder vorgestellt. Es wurden ideali-
sierte Konfigurationen betrachtet, wie der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol und der
zonale Quadrupol, aber auch Paldokonfigurationen aus numerischen Simulationen.
Fur diese Félle sollen nun im folgenden die Teilcheneinfélle auf der Erde untersucht
werden. Dazu werden fir jede Konfiguration bei unterschiedlichen Feldstarken die
Gebiete bestimmt, in die Teilchen einfallen. Ferner werden Cutoftbreite, Impaktflache
und Teilchenflisse quantifiziert. Zusatzlich werden fir alle Magnetfeldkonfiguratio-
nen das Oberflachenfeld sowie die Radialkomponente des Magnetfeldes dargestellt.
Aus dieser Kenntnis kann man bereits auf die Gebiete riickschlieRen, in die Teilchen
bevorzugt einfallen. Zum einen kann es sich um Gebiete handeln, in denen ein schwa-
ches Magnetfeld herrscht, denn ein starkes Feld lenkt die Teilchen ab oder reflektiert
sie sogar. Zum anderen konnen es auch Gebiete sein, in denen das Magnetfeld vor-
wiegend eine radiale Komponente aufweist, denn geladene Teilchen unterliegen der
Lorentzkraft, die senkrecht zum Magnetfeld und der Geschwindigkeit des Teilchens
wirkt, so daB sich diese entlang der Magnetfeldlinien unbeeinfluf3t bewegen kdnnen.
Auch kénnen Teilchen, die sich ohne Magnetfeld geradlinig an der Erde vorbeibewe-
gen, im Magnetfeld so abgelenkt werden, dal? sie auf die Erde treffen.

Wie in den Abschnitt 5.3 und 5.4 bereits erlautert wurde, werden kosmische Teilchen
in einem Energiebereich von 1 MeV bis 8 GeV betrachtet. Die auf die Magnetosphére
einfallenden Teilchen sind isotrop in Raum und Geschwindigkeit verteilt.

5.6.1. Zonaler Dipol

Das Magnetfeld eines zonalen Dipols (c9) wurde bereits in Abschnitt 4.4.1 vorgestellt.
In diesem Fall ist das Feld auf der Erdoberflache symmetrisch beziiglich der Rota-
tionsachse (z-Achse), wobei es an den Polen maximal und am Aquator minimal ist
(Abbildung 5.6a). Auf Grund der vorwiegend radialen Magnetfeldlinien (siehe Abbil-
dung 5.6b) dringen die Teilchen bevorzugt in die polaren Regionen der Erdatmosphére
ein. Abbildung 5.6¢ zeigt die Gebiete, in die Protonen mit der kinetischen Energie von
4 GeV im Fall eines zonales Dipolfeld der Starke c? = 30000 nT einfallen. Die Anzahl
der Teilchen ist direkt an den Polen am gréf3ten und nimmt mit abnehmender geogra-
phischer Breite ab, bis hin zur Cutoffbreite By = 35°. In den gestrichelten Bereich
dringen keine Teilchen ein.

Abbildung 5.6d verdeutlicht die Abhangigkeit der Cutoffbreite Bquqp Von der Teilchen-
energie und der Magnetfeldstarke. Es gelangen keine Teilchen in geographische Brei-
ten B < Beroy- Die durchgezogene Linie stellt die Cutoftbreite fur ein Feld heutiger
Stérke dar. Teilchen mit einer Energie von 60 MeV dringen lediglich in den pola-
ren Breiten bis zu 70° geographischer Breite ein, wéhrend Teilchen mit Energien von
8GeV auch in niedrige Breiten von 20° gelangen. Die hier berechneten Cutoftbreiten
stimmen sehr gut mit Berechnungen von Smart und Shea (2001) tberein. Nimmt das
Magnetfeld drastisch ab, z. B. auf ¢ = 5000 nT (gepunktete Linie), so gelangen bereits
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Abbildung 5.6.: Teilcheneinfall fiir einen zonalen Dipol.
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Teilchen mit einer Kinetischen Energie etwas tber 1 GeV in die niedrigen Breiten von
30°, und mit einer Energie oberhalb von 2 GeV treffen sie auch am Aquator ein. Fiir
die niedrigen Energien des betrachteten Bereiches dndert sich die Cutoffbreite nicht so
stark. Der Einfall dieser Teilchen beschrénkt sich auch in schwachen Magnetfeldern
auf die polaren und mittleren Breiten.

Die Flache, auf die Teilchen einfallen, ist die sogenannte Impaktflache, wie sie in Ab-
bildung 5.6e dargestellt ist. Auch hier gibt die durchgezogene Linie wieder die Ver-
héltnisse in einem Feld heutiger Starke an. Teilchen mit kinetischen Energien unter
100 MeV bedecken weniger als 10 % der Erdoberflache, wahrend Teilchen mit Ener-
gien von 8 GeV bereits in 80 % der Erdatmosphare gelangen. In einem schwachen Ma-
gnetfeld von ¢ = 5000 nT fallen bereits Teilchen mit einer Energie von 2 GeV tiberall
auf der Erde ein. In diesem Fall gelangen zum einen Teilchen auch in Gebiete, in die
bei heutiger Feldstérke keine Teilchen eindringen. Zum anderen treffen auch Teilchen
mit niedrigeren Energien, die in starkeren Feldern reflektiert worden sind, nun auf die
Erde.

Beide Prozesse tragen zu einer Erhéhung des Teilchenflusses in die Atmosphare bei.
Um diesen TeilchenfluR besser zu beschreiben, wird der relative Teilcheneinfall r (Ab-
bildung 5.6f) und das Energiespektrum I, (Abbildung 5.69) der einfallenden Teilchen
betrachtet. Der relative Teilcheneinfall = N/Ng gibt an, wieviele Teilchen N der je-
weiligen Energien bei unterschiedlichen Magnetfeldern auf der Erde ankommen im
Verhaltnis zur Teilchenzahl Ny, die die Erde ohne Erdmagnetfeld erreichen. Fir Klei-
ne Teilchenenergien (kleiner als 1 GeV) liegt der relative Teilcheneinfall unter 20 %,
und er unterscheidet sich beztglich verschiedener Magnetfeldstarken nur wenig von
der heutigen Einfallsrate (durchgezogenen Linie). Anders verhalt es sich bei hohen
Teilchenenergien. Wahrend beim heutigen Feld (c? = 30000 nT) gerade mal 30 % der
Teilchen mit einer Energie von 4 GeV auf die Erde gelangen, sind es in schwachen
Feldern (c9 < 10000 nT) bereits Gber 90 %.

Abbildung 5.6g zeigt das Energiespektrum der einfallenden Teilchen. Die durchgezo-
gene Linie gibt das heutige Spektrum an, wie es in Abschnitt 5.3 vorgestellt wurde.
Fir Teilchen in schwacheren Magnetfeldern erwartet man eine gréRere Intensitét als
heute. Dies ist auch fur Teilchenenergien gréRer als 1 MeV der Fall, nicht aber fir klei-
nere Teilchenenergien. Hier tritt ndmlich ein statistisches Problem auf, daR zu wenige
Stichproben vorhanden sind. Wie in Abschnitt 5.5 eingefuhrt, ist die Anzahl Ng der in
die Atmosphare gelangenden Teilchen flr jede Magnetfeldstarke unterschiedlich. Es
treffen teilweise nur weniger als 100 Teilchenbahnen in die Erdatmosphére, und oft
tritt der Fall auf, dall die Bahnen, die in einem schwachen Feld auf der Erde enden,
auch diejenigen Bahnen sind, die in einem starken Feld zur Erde gelangen. D. h. die
Anzahl N ist fir alle Magnetfeldstarken gleich, nicht aber Ngo. Fur schwache Magnet-
felder ist der relative Teilcheneinfall auf Grund einer zu geringe Stichprobenumfang
zu Klein. Dies wirkt sich naturlich auch auf das Energiespektrum aus. Bei der Bestim-
mung der Cutoftbreite bzw. der Impaktflache wirkt sich die schlechte Statistik nicht so
sehr aus, weil in diesen Fallen lediglich von Interesse ist, ob und wo Teilchen in die
Atmosphére gelangen, aber nicht, wieviele.
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5.6.2. Pole-on-Dipol

Im Fall eines Pole-on-Dipols (c}) befinden sich die magnetischen Pole in der Aquatore-
bene, einer auf der sonnenzugewandten und einer auf der sonnenabgewandten Seite,
wie bereits in Abschnitt 4.4.2 erldutert. In diesen Regionen ist der Betrag des Magnet-
feldes maximal, wéhrend es auf einem Grolikreis, der durch die geographischen Pole
geht, minimal ist (siehe Abbildung 5.7a). In den Gebieten maximaler Feldstarke ist
das Feld vorwiegend radial gerichtet (Abbildung 5.7b), so daR geladene Teilchen hier
besonders einfach eindringen kdnnen, wie Abbildung 5.7c zeigt.

Die Definition einer Cutoffbreite ist in diesem Fall nicht ganz einfach. Abbildung 5.7¢
veranschaulicht, wie die Cutoftbreiten fiir einen Pole-on-Dipol in dieser Arbeit defi-
niert werden. Es gelangen keine Teilchen in geographische Breiten 8 > Beyos. ZU be-
achten ist allerdings, dal es auch fur Breiten 8 < Sauop Gebiete gibt, in die keine Teil-
chen einfallen. Wie Abbildung 5.7d zeigt, gelangen Teilchen mit niedrigen Energien
von ungefahr 100 MeV vorwiegend in dquatoriale Gebiete bis zu einer Breite von 20°.
Hoherenergetischen Teilchen (8 GeV) kommen in einem starken Feld (durchgezogene
Linie) auch in mittlere Breiten bis zu 75°. In einem schwachen Magnetfeld (gepunkte-
te Linie) treffen in diesen Regionen bereits Teilchen mit einer Energie von 2 GeV ein,
wéhrend hoherenergetische Teilchen bis zu den geographischen Polen kommen.

Fir niedrige Teilchenenergien (<100 MeV) héngt die Impaktflache nur wenig von der
Stérke des Magnetfeldes ab, sie betragt weniger als 10 % der Erdoberflache. Fur Teil-
chen mit héheren Energien hangt die Impaktflache hingegen stark von der Stérke des
Magnetfeldes ab, in dem sich die Teilchen bewegen. In einem Feld der heutigen Stéarke
(c; = 30000nT) erreichen Teilchen mit einer Energie von 8 GeV nur ungefahr 80 %
der Erdoberflache, wahrend Teilchen mit einer Energie von 2.5 GeV in einem schwa-
chen Feld (c} = 5000 nT) tiberall auf die Erde gelangen.

Um den Teilcheneinfall zu quantifizieren, wird der relative Teilcheneinfall », also die
Teilchenanzahl relativ gemessen zur Teilchenanzahl, die ohne Magnetfeld in die At-
mosphére gelangt. (Abbildung 5.7f) und das Energiespektrum I, der in die Atmosphé-
re einfallenden Teilchen (Abbildung 5.7g) bestimmt. Fur Teilchenenergien unterhalb
1 GeV betrégt der relative Teilcheneinfall nur wenige Prozent. Mit zunehmender Teil-
chenenergie steigt auch der relative Teilcheneinfall an. So gelangen fiir Teilchenener-
gien von 8 GeV bei einem Magnetfeld der heutigen Starke ungefahr die Hélfte aller
Teilchen in die Erdatmosphére wie im Fall ohne Erdmagnetfeld. Bei schwécherem
Magnetfeld werden sogar bis zu 100 % der Nullfeldeinfallsrate erreicht. Auf Grund
der kleineren Magnetopause ist die Strecke, auf der die Teilchen im Magnetfeld ab-
gelenkt werden kdnnen, kleiner und somit wird auch die durchschnittliche Ablenkung
der Teilchen geringer. Teilchen, die im starken Feld abgelenkt oder reflektiert werden,
erreichen somit die Erde. Ein zweiter Effekt, der dazu flhrt, da® mehr Teilchen in die
Atmosphére gelangen, ist die Fokussierung von Teilchen. D. h. Teilchen, die sich im
Nullfeld geradlinig fortbewegen und somit die Erde nicht treffen, werden unter Um-
stdénden im Magnetfeldes so abgelenkt werden, daf sie auf die Atmosphére gelangen.
Das Energiespektrum (Abbildung 5.7g) sieht &hnlich aus wie im Fall eines zonalen
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Dipols. Bei vergleichbaren Magnetfeldstarken sind auch entsprechend gleiche Kurven
des Energiespektrums zu finden. Fur hohe Teilchenenergien und schwache Magnetfel-
der ist die Intensitat 1, ungefahr doppelt so grol3 wie im heutigen Fall (gestrichpunk-
tete). FUr niedrige Teilchenenergien kleiner als 500 MeV tritt auch hier wieder das
Problem des zu geringen Stichprobenumfanges auf, wie es bereits in Abschnitt 5.6.1
erlautert.

5.6.3. Zonaler Quadrupol

In Abschnitt 4.4.3 wurde das Magnetfeld eines zonalen Quadrupols (c9) vorgestellt.
Der Betrag dieses Multipols ist an der Erdoberflache wie auch beim zonalen Dipol
symmetrisch bezliglich der Rotationsachse der Erde, wobei das Feld maximal an den
Polen ist und minimal in den mittleren geographischen Breiten. Zur Aquatorebene hin
steigt die Feldstarke wieder etwas an (Abbildung 5.8a). Wie in Abbildung 5.8b zu
sehen ist, ist das Magnetfeld in den polaren und &quatorialen Regionen vorwiegend
radial gerichtet, so dal hier die Teilchen bevorzugt einfallen. Abbildung 5.8¢c zeigt
die Impaktgebiete fur Teilchen mit einer Energie von 4 GeV in einem Feld der Stér-
ke ¢ = 24500 nT. Fir den Fall eines zonalen Quadrupols werden zwei Cutoffbreiten
definiert, die polare Cutoffbreite Buuqm UNd die dquatoriale Cutoftbreite Beyope. In dem
hier gezeigten Beispiel ist Baopn = 55° und Beuwgsz = 20°. Der gestrichelte Bereich
zeigt an, in welche Gebiete keine kosmischen Teilchen gelangen. Die Verteilung der
Impaktgebiete ist symmetrisch zum Aquator.

Die Abhangigkeit der beiden Cutoffbreiten von der Teilchenenergie und der Magnet-
feldstarke sind in Abbildung 5.8d zu sehen. Keine Teilchen gelangen in die Breiten,
die zwischen den beiden Kurven liegen. Die durchgezogene Linie gibt die Cutoftbrei-
ten flr einen zonalen Quadrupol an, dessen Stérke der heutigen Dipolstarke entspricht.
Die Umrechnung der Dipolstérke in die Quadrupolstarke geschieht tGber die magneti-
sche Energie (siehe Abschnitt 2.2). Teilchen mit kinetischen Energien unterhalb von
100 MeV fallen vorwiegend in den polaren Regionen bis zu einer Breite von 8 = 70°
auf die Erde ein und in den dquatorialen Gegenden bis zu einer Breite von 8 = 10° ein,
wéhrend Teilchen mit kinetischen Energien groler als 8 GeV alle Gebiete auf der Erde
erreichen. In kleineren Magnetfeldern ist dies bereits fur Teilchen mit einer Energie
von 2 GeV der Fall.

Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der Impaktflache wider (Abbildung 5.8e). Fir
Teilchenenergien kleiner als 100 MeV werden weniger als 20 % der Erdoberfléche er-
reicht. FUr groRere Energien muf unterschieden werden, wie stark das Feld ist, in dem
sich die Teilchen bewegen. In groRen Feldern (¢ = 24500nT) ist die vollstandige
Uberdeckung der Erde erst fir eine Teilchenenergie von mehr als 8 GeV erreicht, in
kleinen Feldern hingegen sind 2 GeV ausreichend.

Auch hier gilt wie bei den vorangegangenen Magnetfeldkonfigurationen, daf? bei gerin-
geren Feldstérken zum einen auch in Gebiete Teilchen einfallen, in denen bei heutiger
Feldstérke keine zu finden sind. Zum anderen treffen auch Teilchen mit niedrigeren
Energien, die in starkeren Feldern reflektiert werden, ebenfalls auf die Erde. Etwas ge-

109



5. Hochenergetische Teilchen in der Magnetosphére

60° Br[nT]
. 70000

o
\

SENEERRRRRN
N /)

° Br[nT
30° / / / 50000

60000

)

25000

e
A

EEERERRR
\ I

1)) P uEEEEyAIK
30000 -75000
(a) Betrag des Magnetfeldes (cg = (b) Radialkomponente des Magnetfel-
24500 nT). des.
(c) Teilcheneinfallsgebiete (Teilchenenergie 4 GeV).
90 ' ' ' o =ts00ntq] T e g0 —2a500 ut ' I L ]
ok o g)=100000TH £ Pa g0 = 10000 T i
70 -3 g3 = 5000 nT _| g 80-@- gy = 5000 nT -
= B I f .
g % 2 60 -
R 1 2 s -
@g 40 1 = 4 i
S 30 1T £ 3 .
20 7] Ef 0 . -
10 . e — g e - |
0f L L 1 1 1 1 L] ’_‘E 1 L L I 1 1 1 1 -
64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
E [MeV] E [MeV]
(d) Cutoftbreite. (e) Impaktflache.
100 T T T T T T | 100 E T T T T T T 3
-B- = 5000nT Pyt : 3= 5000nT -a- ]
80 1=~ 3 = 10000nT Eare S A S ) =10000nT -2
o ¢ = 24500 nT S % 10k TAleg 3 =245000T
—. 60 A > e heute —
= 40 N
= I
20 ~ f
0 - 1 1 1 1 01 I 1 1 1 | | 1
128 256 512 1024 2048 4096 8192 128 256 512 1024 2048 4096 8192
E[MeV] E[MeV]

110

(f) Relativer Teilcheneinfall.

(9) Energiespektrum.

Abbildung 5.8.: Teilcheneinfall fiir eines zonalen Quadrupol.
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nauer wird der Teilcheneinfall durch den relativen Teilcheneinfall n in Abbildung 5.8f
und durch das Energiespektrum I, der in die Atmosphare eindringenden Teilchen in
Abbildung 5.8g beschrieben. Fir kleine Teilchenenergien bis zu 500 MeV gelangen
weniger als 20 % der Nullfeldeinfallsrate auf die Erde, wéhrend es bei grofien Energi-
en (8 GeV) je nach Magnetfeldstérke sogar 60-100 % sein konnen. Fiir alle Teilchen-
energien nimmt der relative Teilcheneinfall mit schwacher werdendem Feld zu.
Abbildung 5.8g gibt das Energiespektrum I, der in die Atmosphare gelangenden Teil-
chen an. Die Kurvenverldufe fur die drei Magnetfeldstarken der Quadrupolkonfigurati-
on sind sich sehr &hnlich. Zum Vergleich ist das heutige Energiespektrum eingezeich-
net (gestrichpunktete Linie). Bei einer zum heutigen Feld vergleichbaren Magnetfeld-
starke ¢ = 24500 nT féllt das Energiespektrum fiir Teilchenenergien gréBer 500 MeV
mit dem heutigen Spektrum zusammen. Fir schwachere Felder die Intensitat 1, gro-
Rer als heute. So ist sie z. B. flr hohe Energien groier als 2 GeV ungeféhr doppelt so
hoch. Besonders starke Unterschiede gibt es fur niedrige Teilchenenergien kleiner als
500 MeV. Die Abweichungen betragen flr einzelne Teilchenenergien teilweise mehr
als eineinhalb GrofRenordnungen. Der gesamte Energieeintrag in die Atmosphdre ist in
Quadrupolmagnetosphdaren wesentlich grof3er als im heutigen Fall.

5.6.4. Dipol-Quadrupol-Konfiguration

Das in dieser gemischten Konfiguration betrachtete Feld setzt sich aus einem schwa-
chen Dipol (c? = 5000 nT) und einem starken Quadrupol (¢ = 23000 nT) zusammen,
wie bereits in Abschnitt 4.4.4 erlautert. Die Ahnlichkeiten dieser Konfiguration zur
Quadrupolkonfiguration in Abschnitt 5.6.3 ist daher sowohl beim Magnetfeld an der
Erdoberflache als auch bei den Teilcheneinféallen in die Atmosphére gegeben. Die ma-
gnetische Energie dieser Konfiguration ist vergleichbar mit der Energie des zonalen
Quadrupols ¢ = 24500nT. Im Gegensatz zum reinen Quadrupolfall ist der Betrag
des Magnetfeldes nicht symmetrisch zum Aquator. Das Maximum an einem Pol (in
diesem Fall dem Nordpol) wird durch den Dipolanteil verstarkt, wéhrend es am an-
deren Pol abgeschwacht wird. Nahe dem Aquator befindet sich ein weiteres schwach
ausgepragtes, lokales Maximum. Die gleiche Asymmetrie findet sich in der Radial-
komponente (Abbildung 5.9b) und schlieBlich auch in der Verteilung der Impaktge-
biete (Abbildung 5.9¢) wieder. Die Teilchen fallen vorwiegend in den polaren und in
den dquatorialen Gebieten ein, wobei das &quatoriale Einfallsgebiet nach Siiden hin
verschoben ist.

Auf Grund der Asymmetrie wird in dieser Magnetfeldkonfiguration auf die Bestim-
mung der Cutoffbreiten verzichtet und lediglich die Impaktfliche (Abbildung 5.9d)
betrachtet. Diese gibt an, wie grol das von Teilchen getroffene Gebiet ist. Im Fall ei-
nes starken Feldes (¢ = 5000nT und ¢J = 23000nT) ist die Impaktflache &hnlich
der eines reines Quadrupols der Starke ¢3 = 24500 nT, wie im vorangegangenen Ab-
schnitt besprochen wurde. Teilchen mit niedrigen Energien von ungefahr 100 MeV
treffen 10 % der Erdoberflache, wahrend Teilchen mit Energien groiier als 8 GeV Uber-
all in die Atmosphare gelangen. In einem schwachen Magnetfeld (c? = —2000nT und
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c9 = 4000 nT), das einen ahnlichen Feldverlauf wie das starke Feld aufweist, erreichen
bereits Teilchen mit einer Energie von 1 GeV die gesamte Erdoberflache.

Der erhohte Teilcheneinfall in die Erdatmosphare wird durch den relativen Teilchen-
einfall » und das Energiespektrum I, ndher beschrieben (Abbildung 5.9e und f). Wie
zu erwarten ist, steigt der relative Teilcheneinfall mit zunehmender Teilchenenergie an.
Im Fall des starken Magnetfeldes (durchgezogene Linie) ist der relative Teilcheneinfall
ahnlich grof wie bei einer reinen Quadrupolkonfiguration, weil sich hier der Dipolan-
teil nur eine geringe Rolle spielt. Bei 8 GeV gelangen etwa 60 % der Teilchen in die
Atmosphdre, die auch ohne Magnetfeld eindringen wiirden. Auf Grund der geringen
Ausdehnung der Magnetosphére (R, = 9 Re im Vergleich zu R, = 13 R fiir das starke
Magnetfeld) und der schwachen Feldstarke erreichen im zweiten Fall (gestrichelte Li-
nie) wesentlich mehr Teilchen die Erde. Bei einer Teilchenenergie von 2 GeV betragt
der relative Teilcheneinfall bereits 90 %.

Fur den Fall des starken Magnetfeldes (durchgezogene Linie in Abbildung 5.9f) ist
das Energiespektrum vergleichbar mit dem Fall des reinen Quadrupols entsprechender
Starke. Fur Energien groRRer als 500 MeV féllt das Spektrum mit dem heutigen Spek-
trum zusammen (gestrichpunktete Linie). Fur kleinere Energien ist die Intensitét bis
zu einer GrolRenordnung héher. Im Fall des schwachen Magnetfeldes (gestrichelte Li-
nie) sieht die Kurve des Energiespektrums ahnlich aus, ist aber fur alle Energien im
ungeféahr eine GroRenordnung nach oben verschoben.

5.6.5. Simulierte Feldumkehrung

Numerische Simulationen (Glatzmaier und Roberts, 1995) bieten ein realistisches Bild
uber das Verhalten des Magnetfeldes wahrend einer Feldumkehrung. Das Magnetfeld
an der Erdoberflache zu verschiedenen Zeitpunkten der Simulation wurde bereits in
Abschnitt 4.4.5 beschrieben und in Abbildung 4.9 vorgestellt, so dal in diesem Ab-
schnitt lediglich auf die Radialkomponente des Magnetfeldes eingegangen wird, die
ja bereits Hinweise darauf liefert, in welche Gebiete Teilchen einfallen. Dargestellt
sind wieder drei verschiedene Zeitpunkte der simulierten Feldumkehrung: 15000 und
1000 Jahre vor der Umkehrung sowie zum Zeitpunkt der Umkehrung.

Im ersten Fall, also 15000 Jahre vor der Umkehrung weist das Magnetfeld im wesent-
lichen dipolare Strukturen auf. An den Polen ist das Magnetfeld auf der Erdoberflache
radial, wahrend es am Aquator tangential verlauft (Abbildung 5.10a). Somit dringen
Teilchen vorwiegend an den Polen in die Atmosphére ein, wie es auch beim heutigen
Magnetfeld der Fall ist. Dargestellt sind hier die Gebiete, in die Teilchen mit der Ener-
gie von 256 MeV einfallen (Abbildung 5.10b). Dieses sind die polaren Regionen bis
zu einer mittleren Breite von ungefahr 60°.

Auch 1000 Jahre vor der Umkehrung dominiert der Dipolanteil des Magnetfeldes noch,
aber die hoheren Multipole, hier insbesondere der Quadrupolanteil, treten nun in Er-
scheinung (Abbildung 5.10c). Der Betrag des Magnetfeldes ist auf ungefahr ein Drit-
tel seiner GroRe gesunken, so dal nun mehr Teilchen in die Atmosphére eindringen
konnen, die auch in Gebiete gelangen, die vorher nicht betroffen waren, wie Abbil-
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Abbildung 5.10.: Magnetfeld und Einfallsgebiete fur Teilchen mit einer Energie von 256 MeV
wahrend einer simulierten Feldumkehrung.

dung 5.10d zu entnehmen ist. Es fallen immer noch mehr Teilchen in den polaren als
in den dquatorialen Regionen ein. Fast die gesamte Erdoberflache wird von Teilchen
mit einer Kinetischen Energie von 256 MeV getroffen, ausgenommen ist sind Aquator-
regionen, wo die Radialkomponente des Magnetfeldes am schwdchsten ist.

Wiéhrend der Magnetfeldumkehrung spielen die hheren Multipolanteile eine gréRere
Rolle als der Dipolanteil. Besonders ausgepragt ist in diesem Fall der Quadrupolanteil
c;. Die Radialkomponente des Magnetfeldes weist im Sudpazifik und im Stdindik
sowie in Nordamerika und Osteuropa ein Maximum auf (Abbildung 5.10e). Dieses
sind auch die Gebiete, in denen die meisten Teilchen mit einer Energie von 256 MeV
in die Atmosphére eindringen (Abbildung 5.10f). Wenige Teilchen gelangen hingegen
bei Mittelamerika und Australien auf die Erde.
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Wieviele Gebiete von Teilchen getroffen werden, wird mit der Impaktflache beschrie-
ben, wie sie in Abbildung 5.11a angegeben ist. Die durchgezogene Linie gibt die Im-
paktflache 15000 Jahre vor der Feldumkehrung an. Es gelangen kaum Teilchen mit
einer Energie unter 50 MeV auf die Erde. Bei einer Energie von 1 GeV werden knapp
uber 40 % der Erdoberflache von Teilchen getroften und bei Energien groRer als 4 GeV
die gesamte Oberflache. Bei den schwachen Magnetfelder 1000 Jahre vor (gestrichel-
te Linie) und wéhrend der Magnetfeldumkehrung (gepunktete Linie) gelangen sogar
Teilchen mit Energien von wenigen MeV (iberall in die Atmosphére. Bereits bei Teil-
chenenergien von 10 MeV wird uber ein Viertel der Erdoberflache von diesen Teilchen
getroffen und bei Energien tiber 500 MeV st es die komplette Erdoberflache.

Wahrend der Magnetfeldumkehrung fallen zum einen mehr Teilchen ein und zwar
auch in Gebiete, die in ,,normalen Zeiten nicht betroffen sind. Zum anderen gelangen
aber auch Teilchen mit niedriger Energie in die Atmosphére, die sonst in der Magne-
tosphare abgelenkt und reflektiert werden. Auch Teilchen, die sich ohne Magnetfeld
geradlinig an der Erde vorbeibewegen, werden nun von der Magnetosphére einfangen
und erreichen ebenfalls die Erde. Der relative Teilcheneinfall n und das Energiespek-
trum I, geben nédhere Informationen dartiber, wieviele Teilchen in die Erdatmosphé-
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Abbildung 5.11.: Teilcheneinfall wéhrend einer simulierten Feldumkehrung.
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re eindringen. Zum Zeitpunkt 15000 Jahre vor der Feldumkehrung tberwiegt der Di-
polanteil. Dementsprechend verhalt sich auch der relative Anteil (durchgezogene Linie
in Abbildung 5.11b). Flr Energien kleiner als 500 MeV gelangen weniger als 20 % der
Teilchen in die Atmosphére, die ohne Magnetfeld eindringen wirden. Bei Energien
von 8 MeV sind es bereits tiber 80 %. Wéhrend der Feldumkehrung (gepunktete Linie)
und 1000 Jahre davor (gestrichelte Linie) erreichen wesentlich mehr Teilchen die Erde.
Fur Energien kleiner als 500 MeV liegt der Teilchenbeitrag bereits bei tGber 60 % der
Nullfeldeinfallsrate und flr Energien grofier als 2 GeV bei 100 %.

Da das Magnetfeld 15000 Jahre vor der simulierten Polumkehrung eine geringere Feld-
starke aufweist als heute, ist die Intensitét der einfallenden Teilchen hoher (durchgezo-
gene Linie in Abbildung 5.11c). Fur Energien gréRer als 500 MeV unterscheiden sich
die Spektren um einen Faktor von zwei. Fur Kleinere Energien betragt die Differenz ei-
ne GroRenordnung. Die Energiespektren ist fiir 1000 Jahre vor der Umkehrung (gestri-
chelte Linie) und zum Zeitpunkt der Feldumkehrung (gepunktete Linie) sehr &hnlich.
Fur niedrige Teilchenenergien (<500 MeV) ist die Intensitdt der in die Atmosphére
eindringenden Teilchen bis zu zwei GroRenordnungen hoher als heute (gestrichpunk-
tete Linie). FUr hohere Energien ist die Intensitat nur doppelt so hoch im heutigen Fall.
Der Energieeintrag in die Atmosphare durch kosmische Strahlung ist wahrend einer
Magnetfeldumkehrung um ein vielfaches groier als es heute der Fall ist.

5.7. Einflu3 des Magnetospharenmodells auf die
Teilcheneinfalle

In Abschnitt 5.6 wurden Teilcheneinfalle flr verschiedene Magnetfeldkonfigurationen
untersucht. Dabei zeigte sich, dal} die Betrachtung der Radialkomponente des Magnet-
feldes an der Erdoberflache bereits gute Hinweise liefert, in welche Gebiete Teilchen
eindringen. In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, da das Magnetfeld an der Erdoberflache
sich in den meisten Féllen gut durch einfachere Modelle, wie die Multipolentwicklung
oder das sphérische Magnetospharenmodell beschreiben 14Rt.

Es stellt sich nun die Frage, inwieweit die Wahl des Modells sich auf die Teilchenein-
falle in die Atmosphdre auswirken. Dazu werden fur ein zonales Dipolfeld der heutigen
Starke c? = 30000 nT die Cutoffbreiten fur die verschiedenen Modelle untersucht. Von
besonderem Interesse ist bei dieser Untersuchung der EinfluR der Schweifgeometrie.
Deshalb werden das zylindrische Modell mit Vakuumfeld (1 = 1), das zylindrische
Modell mit gestreckten Feldlinien im Schweif (1 = 0) und das sphérische Modell ver-
glichen. Abbildung 5.12 zeigt die Cutoftbreiten aufgetragen Gber den Teilchenenergi-
en.

Die Kurven fir die beiden zylindrischen Magnetospharen sind nahe zu gleich. Der Ver-
lauf der Kurve fir die sphérische Magnetosphare weicht fur Teilchenenergien kleiner
als 1 GeV signifikant von diesen ab. Daraus kann man schlieRen, dal? fir hochener-
getische Teilchen mit Energien gréier als 1 GeV die genau Form der Magnetosphére
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Abbildung 5.12.: Einflul der Magnetosphéarenform auf die Cutoffbreiten fir verschiedene
Teilchenenergien in einem zonalen Dipolfeld.

keine Rolle mehr spielt. Diese Teilchen gelangen ohne wesentliche Ablenkung durch
die Lorentzkraft in den Bereich, wo die Abweichungen der einzelnen Modelle hinrei-
chend klein sind (siehe Abschnitt 4.5). Fir Energien kleiner als 1 GeV macht sich die
Komprimierung der Magnetfeldlinien durch die spharische Geometrie bemerkbar. Das
einfache Modell der spharische Magnetosphére stellt somit keine gute Alternative zum
zylindrischen Modell dar. Die Geometrie des Schweifes hingegen zeigt keine Auswir-
kungen im untersuchten Energiebereich, denn im Schweif ist das Magnetfeld so klein,
daR die Teilchen es ohne Ablenkung durchqueren kénnen. Es kann also darauf verzich-
tet werden, die Schweifstrome durch Streckung der Feldlinien zu modellieren. Damit
wird auch gerechtfertigt, dal’ nicht der gesamte Schweif in die Startkugel eingeschlos-
sen wird (siehe Abschnitt 5.4).
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5.8. Auswirkungen des Teilcheneinfalls auf die
Atmosphére

Das Klima der Erde wird durch die in die Erdatmosphare einfallende Strahlung, so-
wie durch ihre dortige Absorption und Abstrahlung bestimmt. Andert sich eine dieser
Grolen, so wirkt sich dies auf das gesamte Klima der Erde aus. Abbildung 5.13 zeigt
mogliche Konsequenzen des kosmische Strahlungseinfalls auf das Erdklima. Solare
und kosmische Teilchen mit einer Energie kleiner als 1 GeV gelangen im heutigen
Magnetfeld bis in die obere Stratosphére in einer Hohe von 40 km uber dem Erdbo-
den, wo sie die neutrale Atmosphdre ionisieren und Uber verschiedene Prozesse in die
untere Stratosphére transportiert werden. Hoher energetische Teilchen oder lonen aus
Sekundérprozessen kdnnen auch in die Troposphare eindringen, die sich bis zu einer
Hohe von etwa 20 km Uber dem Erdboden erstreckt. Die lonisation der Atmosphére in
verschiedenen Hohen hat unterschiedliche Prozesse zur Folge.

‘ Einfall kosmischer und solarer Teilchen in die obere Atmosphare ‘

U U

| lonisation der oberen Stratosphare || lonisation der Troposphére |
U U

| Transport in die untere Stratosphare ||  Bildung von Kondensationskeimen |
U U

| Ozonabbau I Wolkenbildung |
U U

Reflektion und Absorption von

Absorption von UV-Strahlung;

Temperaturanderung der Stratosphéare Strahlung;

Temperaturanderung auf der Erde

Abbildung 5.13.: Auswirkungen der kosmischen Strahlung auf das Klima.

Das Wettergeschehen der Erde und somit auch die Wolkenbildung spielt sich im we-
sentlichen in den unteren Schichten der Atmosphére, also der Troposphdre ab. Aus
Beobachtungen von Svensmark und Friis-Christensen (1997) geht hervor, da die Wol-
kenbildung mit dem Einfall kosmischer Strahlung korreliert. Zur Entstehung einer
Wolke reicht es nicht aus, den Wasserdampfgehalt in der Luft zu Gibersattigen, sondern
es werden noch sogenannte Kondensationskeime bendtigt, an denen der Wasserdampf
kondensiert und somit Wassertropfen ausbildet. Primdre Teilchen, die als Kondensa-
tionskeime in Frage kommen, sind Staub- oder Salzteilchen. Sekundére Teilchen sind
Molekdile verschiedener Spurengase. Eine besondere Rolle spielt dabei die Ubersat-
tigte gasformige Phase der Schwefelsaure (Arnold et al., 2004). Durch den Einfall
hochenergetischer Teilchen werden die neutralen Teilchen der Atmosphére ionisiert.
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Aus diesen molekularen lonen bilden sich sogenannte lonencluster, die durch Anla-
gerung von Schwefelséure zu Kondensationskeimen heranwachsen. Da Schwefelséure
in hohem Male hygroskopisch ist, lagern sich Wasserdampfmolekdle an und bilden
Wassertropfen bzw. Wolken. Wolken reflektieren zum einen das Sonnenlicht und be-
grenzen somit die Aufwéarmung der Erde durch direkte Sonneneinstrahlung. Zum an-
deren absorbieren sie aber auch die infrarote Strahlung, die von Erdboden und den
Ozeanen aus abgestrahlt wird und tragen somit zum Treibhauseftekt bei (Svensmark,
1998). Welcher dieser beiden Effekte tiberwiegt, hdngt von der Hohe und der Zusam-
mensetzung der Wolken ab. Vereinfacht kann man sagen, daR diinne Wolken in grofer
Hohe zur Erwérmung beitragen, wahrend dichte Wolken in geringeren Hohen zur Ab-
kihlung der Erde fihren.

Bei der lonisation in der oberen Stratosphare (Quack et al., 2001) werden die Hauptbe-
standteile der Atmosphére Stickstoff N,, Sauerstoff O, und Wasser H,O in die Stick-
oxide NO, und die Wasserstoft-Sauerstoffverbindungen HO, umgewandelt. Durch die
chemische Reaktionen, an denen HO, und Ozon O beteiligt sind, wird das Ozon in der
oberen Stratosphére abgebaut. Da HO, mit einer Lebensdauer von wenigen Tagen sehr
kurzlebig ist, wird es nicht in weitere Transportprozesse eingebunden. Der Ozonabbau
durch diesen Prozef ist also lokal und zeitlich begrenzt. Anders hingegen verhélt sich
das NO,, dessen Lebensdauer mehrere Wochen bis wenige Monate umfalit. Durch die
globale Zirkulation wird das NOy in die Polregionen transportiert und gelangt dort
durch die polaren Wirbel im jeweiligen Polarwinter in tiefere Hohen um die 30 km
uber dem Erdboden. In dieser Hohe ist die Ozonkonzentration besonders hoch, so dal
die chemischen Reaktionen, an denen NO, und Ozon beteiligt sind, sehr effektiv zum
dortigen Ozonabbau beitragen (Sinnhuber et al., 2003). Die Ozonschicht wirkt zum
einen wie ein Filter fur UV-Strahlung auf die Erde, und zum anderen beeinfluldt das
Ozon auch die Temperatur in der Stratosphére.

In einem zonalen Dipolfeld der heutigen Stérke dringen hochenergetische Teilchen
vorwiegend in den Polregionen in die Atmosphare ein, und es entsteht NO,. Wé&hrend
des polaren Winters wird das NOy in geringere Hohen nach unten transportiert und
tragt dort zum Ozonabbau bei. Dieser Prozel} kann auf Grund der Langlebigkeit des
NOy bis zu mehrere Monate andauern.

Reduziert man nun das Magnetfeld, so dringen zwar mehr Teilchen am Pol ein, aber es
gelangen auch Teilchen in niedrige Breiten, unter Umstdnden sogar bis in dquatoriale
Breiten. Die lonisation der Atmosphdre findet also nicht nur an den Polen statt, sondern
uberall auf der Erde. Durch die globale Zirkulation wird das NOy aus den niedrigen
Breiten zu den Polen transportiert und gelangt dort durch die polaren Wirbel in tiefere
Schichten, wo es zum Ozonabbau kommt. Der Ozonabbau in den Polregionen wird
hierdurch also verstarkt (Sinnhuber et al., 2003). Zusétzlich zu diesem Effekt ist auch
ein Ozonabbau in niedrigeren Breiten zu beobachten. Dieser hat seine Ursache darin,
dal’ die energiereichen Teilchen in einem reduzierten Feld auch in tiefere Schichten
gelangen konnen und dort zum Ozonabbau beitragen.
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Bei der Pole-on-Situation eines Magnetfeldes, das von der gleichen Stérke ist wie das
heutige Dipolfeld, dringen Teilchen hauptséachlich in der Aquatorregion in die Atmo-
sphare ein. Durch die globale Zirkulation wird das NO, in die Polregionen transportiert
und gelangt dort in in tiefere H6hen, wo es zum Ozonabbau beitragt. Da auf Grund der
begrenzten Lebensdauer nicht alle NO-Molekiile in die Polregionen gelangen, um an
den dortigen Transportprozessen in tiefere Schichten teilzunehmen, ist der Ozonabbau
an den Polen in der Stratosphare somit geringer als im heutigen Feld (Sinnhuber et al.,
2003).

Bei einem schwachen Magnetfeld wéhrend einer Feldumkehrung spielen gleich meh-
rere Aspekte eine Rolle. Zum einen gelangen mehr Teilchen in die Atmosphére als
heute, und die Verteilung der Teilchen beschrénkt sich nicht nur auf die polaren Regio-
nen. Es kdnnen also mehr Teilchen zu den Polen transportiert werden, wo sie in tiefere
Hohen gelangen, in denen der Ozonabbau stattfindet. Zum anderen wird die Erde nicht
mehr so stark durch das Magnetfeld geschiitzt und die Teilchen gelangen in geringere
Hohen, wo sie unmittelbar zum Ozonabbau beitragen kénnen. Beides fuhrt zu einem
verstarkten Ozonabbau. Die Regenerationsphasen, in denen sich das Ozon neu auf-
bauen kann, werden kiirzer und es kann dementsprechend weniger Ozon neu gebildet
werden. In der Ozonschicht entstehen also nicht nur kurzzeitige ,,Lécher”, wie bei
heutigen grol3en solaren Ereignissen, sondern es kann passieren, daf} die Ozonschicht
langerfristig abgebaut wird. Die Zeit fur die Regenerierung des Ozons wird unter den
heutigen Bedingungen mit Tagen bis Monaten angesetzt. Zu Zeiten einer Magnetfeld-
umkehrung kann die Zeitspanne Jahre bis Jahrzehnte betragen. Mogliche Folgen eines
verstarkten Ozonabbaus sind zum einen eine Erhohung der UV-Strahlung, die sich auf
den Strahlunghaushalt der Erde auswirkt, aber auch unmittelbar auf biologische Pro-
zesse. Zum anderen &ndert sich aber auch die Temperatur in der Stratosphare (Sinn-
huber et al., 2003). Durch die Abbkuhlung bzw. Aufheizung der Stratosphare &ndert
sich auch die Zirkulation der atmosphérischen Luftschichten, was signifikante Klima-
schwankungen zur Folge haben kann.

Eine Verstarkung der einfallenden kosmischen Strahlung auf die Erde wirkt sich auch
auf die Wolkenbildung aus, so daB es je nach Zusammensetzung und Lokation der
Wolken entweder zur Erwdarmung oder Abkihlung einzelner Gebiete der Erde kommt.
Wie oben gezeigt, beeinflult der Einfall kosmischer Teilchen in die Atmosphére das
Klima und somit auch die Lebensbedingungen auf der Erde in erheblichem Malie. Die
hochenergetische Strahlungen auf die Erde h&ngt von vielen Faktoren ab, wie z. B.
der Sonnenaktivitat und das Erdmagnetfeld. Um diese komplizierten Zusammenhéange
und Auswirkungen besser zu verstehen, sind weitere Untersuchungen wiinschenswert
und notwendig.
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Diskussion

In dieser Arbeit wird der Frage nachgegangen, wie sich eine Magnetfeldumkehrung
auf das System Erde auswirkt. Abbildung 1.1 skizziert die Auswirkung einer solchen
Feldumkehrung. Hierbei stellen sich mehrere Fragen: Wie sieht das innere Magnetfeld
der Erde wahrend einer Polumkehrung aus? Wie wirkt sich das paldomagnetische Feld
auf die Struktur und GroRRe der Magnetosphare aus? Welcher Effekt ergibt sich dar-
aus fur kosmische Teilchen, die in die Magnetosphére gelangen? Und was folgt letzt-
endlich daraus fir die atmosphérischen Prozesse und das Erdklima? Ein wesentlichen
Beitrag zu diesem Fragenkomplex wird in der hier vorliegenden Arbeit geleistet. Zum
einen werden an Hand eines einfachen Modells magnetosphéarische Magnetfelder wéh-
rend einer Magnetfeldumkehrung untersucht. Zum anderen wird in einer ausftihrlichen
Studie der Einfall kosmischer Teilchen betrachtet, die von aul3en in die Magnetosphare
und gegebenenfalls in die Erdatmosphare gelangen.

Was braucht man, um solche Paldomagnetosphdren zu untersuchen? Zum einen wird
die Kenntnis Uber das innere Magnetfeld der Erde wéhrend einer Polumkehrung be-
notigt, zum anderen ist ein Modell zur Beschreibung der Magnetosphare erforderlich.
Die Grundlagen zur Beschreibung des inneren und &ul3eren (magnetospharischen) Ma-
gnetfeldes der Erde werden in Kapitel 2 erldutert. Das innere Magnetfeld der Erde wird
von hochkomplexen dynamischen Systemen im Erdinneren erzeugt, auf die in dieser
Arbeit nicht ndher eingegangen wird. Ist man lediglich an einer Beschreibung die-
ses Magnetfeldes interessiert, so bietet sich die Multipolentwicklung an, wie sie Ab-
schnitt 2.1 ausfihrlich besprochen wird. Das heutige Feld wird im wesentlichen durch
einen Dipol représentiert, wahrend die héheren Multipole eine untergeordnete Rolle
spielen. Das Magnetfeld der Erde ist nicht statisch, sondern unterliegt diversen kurz-
und langperiodischen Schwankungen. Die kurzperiodischen Variationen sind meistens
externen Ursprungs, sie kénnen beispielsweise durch Anderungen der Sonnenaktivitat
verursacht werden. Die langperiodischen Schwankungen gehen auf dynamischen Pro-
zesse im Erdinneren zuriick. In Abschnitt 2.3 werden die Magnetfeldanderungen der
letzten hundert Jahre betrachtet. Zu erkennen ist dabei eine Abnahme des Dipolanteils
und eine Zunahme der héheren Multipolanteile. Um Informationen Gber Magnetfeld-
konfigurationen wahrend einer Polumkehr zu erhalten (siehe Abschnitt 2.4), reicht es
nicht aus, sich die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes in den letzten Jahrzehnten
anzuschauen und fur die n&chsten Jahrhunderte zu extrapolieren, sondern man muf}
zum einen auf Ergebnisse paldomagnetischer Messungen (Williams und Fuller, 1981;
Clement, 1991; Merrill und McFadden, 1999) und zum anderen auf numerische Si-
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mulationen zurtickgreifen, wie sie von Glatzmaier und Roberts (1995) durchgefthrt
wurden. Ergebnisse dieser Simulationen werden neben anschaulichen Standardkonfi-
gurationen auch in dieser Arbeit verwendet. Zu den Standardkonfigurationen gehéren
der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol und der zonale Quadrupol.

Als Voraussetzung flr die Untersuchungen von Paldomagnetospharen ist ein flexibles
Modell zur Beschreibung der Magnetosphére erforderlich. Abschnitt 2.5 beschreibt in
Grundzigen die heutige Magnetosphére mit ihren Stromsystemen. Jordan (1994) und
Siscoe (2001) stellen in ihren Arbeiten die gangigsten Magnetospharenmodelle vor. In
Abschnitt 2.6 werden diese Modelle zusammengefalst und unter dem Gesichtspunkt
betrachtet, inwiefern sie sich fir die Ziele der hier vorliegenden Arbeit eignen. Als
besonders geeignet erweisen sich das potentialtheoretischen Modell von Willis et al.
(2000) und jenes von Voigt (1981). Das Modell von Willis et al. (2000) ist eins der
wenigen Modelle, die auch hohere Multipole einschliel3t, dafiir nimmt es eine kugel-
symmetrische Geometrie in Kauf. Besonders das Modell von Voigt (1981) bietet sich
auf Grund seiner zylindrischen Geometrie und der verhaltnismaiig einfachen mathe-
matischen Beschreibung zur Berechnung von Paldomagnetosphéren an. Der Nachteil
ist, dalR das Modell lediglich einen Dipol fir das innere Magnetfeld der Erde ansetzt.
Um ein Modell zur Verfligung zu haben, das sowohl eine realistische Magnetospha-
rengeometrie als auch héhere Multipole flr das innere Erdmagnetfeld bietet, wird in
dieser Arbeit das Modell von Voigt (1981) um einen zusétzlichen Quadrupolanteil
erweitert. Einen Ansatz fir die Hinzunahme weiterer Multipole wird ebenfalls gege-
ben. Kapitel 3 widmet sich der ausfihrlichen Beschreibung und Erweiterungen dieses
Modells. Die Magnetosphdre wird durch einen Zylinder beschrieben, der auf der Tag-
seite durch eine Halbkugel abgeschlossen ist. Die Erde befindet sich innerhalb dieser
Halbkugel. Das innere Erdmagnetfeld wird durch ein Dipol- und Quadrupolfeld wie-
dergegeben. Das duRere Magnetfeld setzt sich aus dem Feld der Chapman-Ferraro-
und der Schweifstrome zusammen. Das Magnetfeld der Schweifstrome wird durch
eine Streckung der Feldlinien im Schweif modelliert. Aus der Streckung der Feldli-
nien kann eine Stromverteilung im Schweif bestimmt werden. Vergleiche mit MHD-
Simulationen Vogt et al. (2004) und Zieger et al. (2004) zur Beschreibung von Magne-
tospharen zeigen, dal? das in dieser Arbeit verwendete Magnetfeldmodell ausreichend
ist, um eine korrekte Beschreibung der Paldomagnetosphéren zu erhalten.

Kapitel 4 geht ausfiihrlich auf die Beschreibung der Magnetfelder und Feldlinienver-
ldufe innerhalb der Magnetosphare ein. Dabei werden zuerst technische Aspekte be-
handelt, wie die Berechnung der Feldlinien (Abschnitt 4.1) und die Bestimmung der
MagnetosphérengroRe fiir verschiedene Magnetfeldkonfigurationen und -starken (Ab-
schnitt 4.2). Die Mdglichkeit, das Magnetfeld fur unterschiedliche Magnetfeldstarken
zu skalieren und somit den Rechenaufwand zu verringern, wird in Abschnitt 4.3 dar-
gelegt. Der zweite Teil dieses Kapitels (Abschnitt 4.4), beschaftigt sich mit der An-
wendung des Modells auf mogliche Paldomagnetosphéren. Dabei werden idealisierte
Magnetfeldkonfigurationen betrachtet, wie der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol, der
zonale Quadrupol und eine Kombination aus zonalem Dipol und Quadrupol. All die-
se Konfigurationen werden flr unterschiedliche Multipolstarken untersucht. Gezeigt
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werden Feldlinienverldufe sowohl fir eine geschlossene Magnetosphére als auch eine
offene. Bei offenen Magnetospharen wird das Magnetfeld innerhalb der Magnetospha-
re zusétzlich noch von der Orientierung des interplanetaren Magnetfeldes beeinflufit.
Eine weitere interessante GrolRe ist der Stromverlauf im Schweif, der sich bei einer
Streckung der Schweiffeldlinien ergibt. Neben den idealisierten Standardkonfiguratio-
nen werden auch Ergebnisse numerischer Simulationen von Magnetfeldumkehrungen
(Glatzmaier und Roberts, 1995) untersucht. Dargestellt werden hier die Magnetfelder
15000 und 1000 Jahre vor der Feldumkehrung sowie zum Zeitpunkt der Umkehrung.
15000 Jahre vor der Umkehrung bestimmt der Dipolanteil das Magnetfeld der Erde.
Wahrend der Polumkehrung hat der Dipolanteil soweit abgenommen, dal3 er in der
gleichen GroRenordnung wie der Quadrupol ist. In Abschnitt 4.5 wird das magneto-
spharische Magnetfeld fur verschieden Magnetfeldmodelle verglichen. Dabei liegt der
Schwerpunkt auf dem zylindrische Modell, das in dieser Arbeit hauptsachlich verwen-
det wird, dem sphérische Modell von Willis et al. (2000) und der Multipolentwick-
lung ohne Magnetosphére. Es stellt sich heraus, daf? sich der Magnetfeldbetrag einer
Multipolentwicklung ohne Magnetosphdre bis zu einem Abstand von 0.4Rg, wobei
Rs die Standoffdistanz ist, nicht mehr als 3% vom Feld einer zylindrische Magneto-
sphére unterscheidet. Die Winkelabweichungen sind bei dieser Entfernung geringer
als 1.5°. Vergleicht man mit einer spharischen Magnetosphére, werden diese Abwei-
chungen bereits in einem Abstand von 0.25 Rg erreicht. Fur grofie Magnetosphéren hat
die Wahl des Magnetospharenmodells also keinen Einflu} auf den erdnahen Raum.
Anders sieht es hingegen fir kleine Magnetosphéren aus. Betragt z. B. die Standoff-
distanz weniger als vier Erdradien, so wird sich die Wahl des Modells auch auf das
Magnetfeld an der Erdoberflache auswirken. Fir grolie Magnetosphdren wiirde es sich
anbieten, fuir sehr rechenintensive Betrachtungen in Erdnahe auf die Multipolentwick-
lung zurtickzugreifen. Die spharische Magnetosphére von Willis et al. (2000) eignet
sich nur sehr bedingt zur Beschreibung des magnetosphérischen Magnetfeldes. Hier
macht sich die starke Komprimierung der Feldlinien auf allen Seiten und der fehlende
Schweif bemerkbar.

Der zweite Fragenkomplex betrifft die kosmischen Teilchen, die in eine Paldomag-
netosphdre eindringen. Das Modell wird hierbei als Werkzeug zur Berechnung von
Teilchenbahnen benutzen. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Kapitel 5 zu
finden. Die ersten Abschnitte dieses Kapitels behandeln technische Aspekte, wie die
Berechnung von Teilchenbahnen (Abschnitt 5.1) und die Moglichkeit, die Bahnen fiir
unterschiedliche Magnetfeldstarken zu skalieren (Abschnitt 5.2). In dieser Arbeit wer-
den kosmische Protonen, in einem Energiebereich von 10 MeV bis 8 GeV betrachtet.
Abschnitt 5.3 erlautert die Eigenschaften dieser Teilchengruppe. Die Bahnen dieser
Teilchen starten auf einer Kugel aulRerhalb der Magnetosphére (Abschnitt 5.4) mit
einer homogene Verteilung sowohl der Startorte als auch der Startgeschwindigkeits-
vektoren. Zur besseren Erfassung der Teilchen, die in die Erdatmosphére eindringen,
werden in Abschnitt 5.5 die Begriffe der Cutoftbreite, der Impactflache, des relativen
Teilcheneinfalls und des Energiespektrums eingefuhrt. Abschnitt 5.6 stellt die Ergeb-
nisse flr unterschiedliche Pal&osituationen vor. Auch hier werden wieder die Standard-
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konfigurationen sowie die unterschiedliche Zeitschritte der numerischen Simulationen
von Glatzmaier und Roberts (1995) untersucht. Zwei Aspekte kristallisieren sich bei
der Teilchenbetrachtung in Palaomagnetfeldern heraus: Zum einen gelangen Teilchen
auch in Gebiete, in die heute keine Teilchen eindringen. Zum anderen treffen auch Teil-
chen mit niedriger Energie, die in starkeren Feldern reflektiert werden, auf die Erde.
Beide Prozesse tragen zu einer Erhéhung des Teilchenflusses in die Atmosphére bei.
Der Fluf? der einfallenden Teilchen ist bis zu zwei GrélRenordnungen hoher als im heu-
tigen Fall. In Abschnitt 5.7 wird untersucht, wie sich die Wahl des Magnetosphéren-
modells auf den Teilcheneinfall auswirkt. Verglichen wird die Cutoffbreite fiir einen
zonalen Dipol heutiger Feldstérke fur das zylindrische Magnetfeldmodell ohne ge-
streckte Schweiffeldlinien, das gleiche Modell mit gestreckten Feldlinien im Schweif
und als drittes fir die spharische Magnetosphare von Willis et al. (2000). Dabei er-
gibt sich, dal die Cutoffbreite fur die zylindrische Modell mit und ohne Streckung der
Feldlinien nahezu identisch sind. Die Cutoftbreiten fur die spharische Magnetosphére
hingegen weichen fur niedrige Teilchenenergien ab. Das zeigt zum einen, daR die Exi-
stenz eines Schweifes auf die Teilcheneinfélle erheblichen EinfluR hat. Zum anderen
wird aber auch deutlich, daB der exakte Verlauf der Feldlinien im Schweif fiir Teilchen
des hier betrachteten Energiebereiches keine Rolle spielt.

Es stellt sich heraus, dal3 die Verteilung und die Starke der Teilcheneinfélle in die
Atmosphdre sich in Paldosituationen erheblich von den heutigen Verhaltnissen unter-
scheiden. In Abschnitt 5.8 werden die Auswirkung auf atmospharische Prozesse ange-
deutet, wie z. B. die lonisation der neutralen Atmosphére. Chemische Reaktionen und
Transportprozesse fuhren je nach Magnetfeldkonfiguration zu einem verstarkten oder
verringerten Ozonabbau, was Auswirkungen auf die UV-Strahlung und das globale
Klima der Erde haben kann, z. B. Veranderungen in der Temperatur und der Zirkula-
tion der Atmosphéare. Auch korreliert die Wolkenbildung mit dem Einfall kosmischer
Teilchen in die Erdatmosphére, was wiederum eine Aufheizung oder Abkuhlung der
Erde zur Folge hat. Somit beeinfluldt der Einfall hochenergetischer Teilchen das Klima
und damit auch die Lebensbedingungen auf der Erde.

In dieser Arbeit ist es gelungen, ein ausfihrliches Bild tber das magnetosphérische
Magnetfeld und die Teilcheneinféalle wéhrend einer Magnetfeldumkehrung zu erhal-
ten. Die Untersuchung von maglichen Magnetfeldkonfigurationen und den daraus re-
sultierenden Teilcheneinféllen in die Atmosphére sind nicht nur fur paldomagnetische
Felder der Erde interessant, sondern auch fur Magnetfelder anderer Planeten unseres
Sonnensystems und extrasolarer Planeten. Eine besondere Klasse extrasolarer Plane-
ten stellen diejenigen dar, die auf Grund ihrer gebundenen Rotation tiber ein schwaches
Magnetfeld verfiigen (GrieBmeier et al., 2004). Fir diese Planeten sind von der Erde
stark abweichende Teilcheneinfalle zu erwarten.
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A.l. Koordinatensysteme und -transformationen

Je nach Geometrie werden in dieser Arbeit kartesische, sphérische oder zylindrische
Koordinaten mit folgender Notation verwendet (siehe auch Abbildung A.1):

Kartesisiche Koordinaten:  X,Y,z,
Spharische Koordinaten:  r,d,Amit0 <d¢ <z und0 < A < 2x,
Zylindrische Koordinaten: p, ¢,z mit0 < ¢ < 2x.

Die Transformationen zwischen den einzelnen Koordinatensystemen sind unter ande-
rem bei Bronstein und Semendjajew (1989) zu finden.

v
X

Abbildung A.1.: Koordinatensysteme.
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Transformationen zwischen kartesischen und spharischen Koordinaten
Transformation der Orte:

X = rsingcos 4, y = rsindsin 4, Z =rcos,

/X2+ 2
r=+X2+y2+1722 J = arctan % A = arctan %

Transformation der Vektoren:

Vy =V, SINYCOS A + Vy€OSICOSA—V,SIN A,
Vy =V, sin@sin A + vy cos ¢ sin A + v, COS 4,
V, =V, COS ¥ — Vg Sind,

Vr = VySin cos A + vy sind sin A + v, €os 49,
Vg = Vx COS ¥} COS A + Vy, COS I SiN A — v, Sindd,
Vy = —VxSinAd + vy Cos A.

Transformationen zwischen kartesischen und zylindrischen Koordinaten
Transformation der Orte:

X = pCOS ¢, y =psing, z=1,
0= VX2 +y2 ¢ = arctan % zZ=1.
Transformation der Vektoren:

Vx =V, COS ¢ — V, Sin ¢, Vy =V, Sin¢ + v, COS ¢, V, =V,
V, = VxCOS ¢ + Vy Sin @, Vg = —VySiN¢ + Vy, COS @, V, = V,.

Transformationen zwischen spharischen und zylindrischen Koordinaten
Transformation der Orte:

p =rsind, ¢ =2, Z=rcosd,

z
r=+p?2+122 ¥ = arccos \/?22 A=¢.
02 +

Nabla- und Laplaceoperator
In kartesischen Koordinaten:

V—ei+ei+e—
- TXdx o Ydy  ~Pdz’

¢ d*

:Wer_szrdzz’
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In sphérischen Koordinaten:

d 1d 1 d
V= &ar 8T e T Srsinedv (A.13)
2 2 2

Tdrz T rdr T Zsingdd | r2do? | rzsintg di2’
In zylindrischen Koordinaten:

d 1d d
V= &ap T Yo T S (A.15)
> 1d 1 d® d?
A= — +-— 4= ——+—. Al
32 pdp " g T A2 (A-10)

A.2. Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften und Anwendungen der Kugelfunktio-
nen erldutert, die bei den Berechnungen und Herleitungen der Magnetfeldmodelle ver-
wendet werden. Mehr zu Kugelfunktionen ist bei Abramowitz und Stegun (1972) oder
Kertz (1983) zu finden.

A.2.1. Eigenschaften der Kugelfunktionen

Die zonalen Kugelfunktionen, auch als Legendre-Polynome erster Art bekannt, sind
Polynome n-ten Grades. Eine Darstellung der zonalen Kugelfunktionen ist durch die
Rodrigues-Formel

( x?—1)" (A.17)

Pa() = 2”nI dxn

gegeben. Die zugeordneten Kugelfunktionen gehen aus dieser Gleichung durch m-
fache Difterentiation hervor:
n+m

d
gy P (L =)™

PR(X) = pr(1 - 2)"“/ 2.0 n( ) = -1 (Ald)
mit P]'(x) = 0 fir m > n, wobei m die Ordnung des Polynoms angibt.

Der Faktor p;' ist ein Normierungsfaktor, der in der Geophysik tblicherweise nach der
Schmidtschen Normierung den Wert p' = +2(n — m)!/(n + m)! besitzt. Fur unnor-
mierte Kugelfunktionen gilt p' = 1

In der Multipolentwicklung und dem Magnetospharenmodell nach Willis werden Ku-
gelfunktionen in der Schmidtschen Normierung verwendet, im Magnetospharenmo-
dell nach Voigt hingegen unnormierte Kugelfunktionen.
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Berechnen lassen sich die Kugelfunktionen entweder mittels Gleichung (A.18) oder
aber durch die Rekursionsbeziehungen:

PR(X) = prTR(x), (A.193)
T, =0, wennm > n, (A.19b)
TM(X) = (2m — 1)1 - x)™?, (A.19c)
™00 = E Do g4 %T?_Z(X), (A.19d)
2% =(n+mn-m+ T Hx) - TM(x). (A.19%)

Ausgegangen wird dabei von Gleichung (A.19c), mit der man T} explizit berechnen
kann. Mit Hilfe von Gleichung (A.19d) wird nun schrittweise T, bis T, berechnet
und mit dem Normierungsfaktor multipliziert.

Bei dieser Art der Berechnung wird nicht nur der gesuchte Term P berechnet, son-
dern alle Terme bis zum Grad n. Da man bei der Kugelfunktionsentwicklung auf samt-
liche Terme zurlckgreifen mul3, bietet es sich an, vor der eigentlichen Anwendung
alle P-Werte an dem entsprechenden Ort zu berechnen und abzuspeichern, statt die
Berechnungen jedesmal neu zu starten. Die Zeitersparnis betragt dabei einen Faktor
4-5.

Die Orthogonalitétsrelation der zugeordneten Kugelfunktionen in der Schmidtschen
Normierung, die bei der Berechnung der magnetischen Energie in Abschnitt 2.2 ver-
wendet wird, lautet:

1 n
anm(x)PE‘(x) dx = anm(cosﬁ)PE‘(cosﬁ)sinﬁ d
-1 0
0,n#k
=onil I,n=km=0 (A.20)

2,n=kl<m<n.

Folgende Ableitungen der unnormierten Kugelfunktionen (p7' = 1), die im \oigt-
Modell ausgenutzt werden, lassen sich mit Hilfe von Gleichung (A.18) aufstellen:

1

X=C0S 1

sy d B 1 0 1

P = P = S P = ormgties ), (A2
17 d2 2 X=C0Ss 1} 1 2
Pn (X) = d_X2 Pn(X) = p%(l—— X2) Pn(X) = MP,](COS 19) (A22)
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A.2.2. Erzeugende Funktion und einige Ableitungen

Die erzeugenden Funktion der Kugelfunktionen ist durch die Beziehung

1 N
(1+h2—2hx)¥2 ~ ; WPa(x),  Ihi<1 (A.23)

gegeben. Speziell in der Herleitung des Magnetospharenmodells in Kapitel 3 schreibt
sich diese Gleichung dann als

N b
(1 + (b)2 + 2b COoS 19)1/2 Z ( ) P (COS ﬂ) ‘F' < 1. (A24)

n=0
Fir die nachstehenden Ableitungen, die ihre Anwendung ebenfalls in der Herleitung
des Magnetospharenmodells finden, werden unnormierte Kugelfunktionen verwendet,
so daB pl = p2 = 1gilt.
Ableitung der Gleichung (A.24) nach cos ¥-

b

r

_g P’ (cos ) (AZI)Z( ,—) P}(cos )

b b
(1+ (®)2 + 22 cos )32 nZ:(; oo
sing © o\l
= —=| Pl(cos®
(1+(2)2+ 22 cos )32 nZ::0 ; L(cos )
Plo <[ b\""
R Z - P(cos ) (A.25)

>
1]
[N

Ableitung der Gleichung (A.24) nach 2:

_(b S n-1
(7 + cos ) Z (__) P, (oS 9)

b b
(1+(P)?+27cos)¥2 4

b )
09 = Z (——) P,(cos ) (A.26)

(1+(®)2+20cos9)32 £

Zweifache Ableitung der Gleichung (A.24) nach cos ¥-

—3b 2 b\t a2 [ b\ P3(cos®)
b r by2\s/2 Z(__ n(cosd) "= Z(__) n—z
(1+27cosd + (7)%)Y A\ r r sin“ ¢
- 2 (o)
sin“ Y

n-2
( b) P2(cos )

(1+(2)2 + 22 cos 9)5/2

o
i
o

(A.27)

Wl Wik

M E

|
|
S —
7
N
O
SN
—~
(@]
(@)
wm
)
~

>
Il
[N
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Zweifache Ableitung der Gleichung (A.24) nach E:
21 + (D)% + 22cos ) - 3sin®9 & b\"2
1+ ——— ) = Zn(n—l)(——) Pn(cos )
(1+(7)? + 27 cos9)°/2 oy r

1+ (2)?+22cosd - Esin®9
b b
(1+ ()2 + 27 cos9)°/2

NI=

0 b n-2
Z n(n - 1) (_F) P.(cos®)  (A.28)
n=1

Ableitung der Gleichung (A.24) nach cos ¢ und E:

~3(2 + cos #) e b\"2

1+ (2)2 + 2B cos )52 - nz_(;(n -1) (_F) Pr(cos 9)
1 = b n-2

-3 nzzc;(n -1 (_F) P1(cos )

(2 + cos @) sin ¥
Plol b\"?* _,
£ 3 Z(n ~1|-7]  Picos?) (A.29)
n=1

b b
(1+ (3)? + 22 cos¥)°/2

A.2.3. Reihenentwicklung nach Kugelflachenfunktionen

Die auf einer Kugeloberflache gegebene Funktion f (i3, A) 1ait sich durch eine Reihen-
entwicklung nach Kugelflachenfunktionen darstellen:

f(9,12) = Z Z:(anm cos mA + by'sinmA)P;'(cos ). (A.30)

n=0 m=0

Hierbei sind P die zugeordneten Kugelfunktionen in der Schmidtschen Normierung.
Um die Koeffizienten a' und by zu bestimmen wird diese Gleichung mit cos kA bzw.
sinkA und mit P{'(cos ©) multipliziert und anschlieBend Gber die Kugeloberflache in-
tegriert:

2t &«

f f t0..) L % pcos oy sin o do da (A31)
7 sinka " '

0 0
S & (. (sinmacoska o [ sinmacoska

= > f ar _ + b _ da
— £ cosmasinkAa cosmAsinkAa
n=0 m=0 0
: f PM(cos #)PK(cos #) sin & d. (A.32)
0

Zur Losung der beiden Integrale (das erste werde mit I, und das zweite mit Iy bezeich-
net) werden die Orthogonalitatsrelationen der trigonometrischen Funktionen und der
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Kugelfunktionen ausgenutzt. Mit

on 0,a#b
fcos axcosbxdx=<{2r, a=b=0 , (A.33)
0 m,a=b>0

2n 0,a#b

fsin axsinbxdx=4¢0,a=b=0 , (A.34)
0 m,a=b>0

2n

fcos axsinbxdx =0 (A.35)
0

lautet die Losung des ersten Integrals
0, m#k
L={ak)l m=k=0 . (A.36)

ak(Z + b2}, m=k>0

\Von der Summe Uber m bleibt lediglich der Term m = k Ubrig, so dal} das zweite
Integral der Orthogonalitatsrelation fir Kugelfunktionen entspricht mit der Losung

n 0, n«l
: 2
ly = anm(cos #)P"(cos ) sin ) d = TR 1,n=1lm=0 (A.37)
0 2,n=1l,m>0.
Damit bleibt auch von der Summe Uber n nur der Term n = | Ubrig und die Glei-

chung (A.32) sieht dann wie folgt aus:
2«
f £, 4 5 pcos 9y sin 9 do da (A.38)
7 sinka | " '
0 O

A 1 0
= 2n+1(aﬁ{0}+bﬁ{1})' (A.39)

Durch Auflésen nach den Koeffizienten a;' und b lassen sich diese bestimmen:

2t o«

arl 2n+1 coskA ) ., _

= ?dddAa. A.40

{bnm} = fff(ﬁ’/l){sink/l }Pn(cosﬂ)sm ( )
0 0

A.3. Besselfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften und Anwendungen der Besselfunktio-
nen beschrieben, die bei den Berechnungen und Herleitungen der Magnetfeldmodelle
verwendet wurden. Eine ausfuhrliche Behandlung der Besselfunktionen ist bei Abra-
mowitz und Stegun (1972) oder Kertz (1983) zu finden.
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A.3.1. Eigenschaften der Besselfunktionen

Berechnen lassen sich die Besselfunktionen direkt aus der Potenzreihenentwicklung

b -1 k n+2k
) = ; k!((n +)k)! (g) (A41)

oder aber Uber folgende Rekursionsformeln:

2n
Jni1 = 7Jn = Jn-1, (A42)
, 1 n
\]n = E(\]n_l - \]rH_l) = \Jn_l - ;\]n. (A.43)

Sind a; die Nullstellen der Besselfunktion J,(x), dann lautet die Orthogonalitétsrela-
tion
1

f 0, i # j,
XJn(@x)Jn(ajx)dx = { (A.44)
0

@)% i=]

Sind b; die Nullstellen der Besselfunktionskombination AxJ/,(X)+BJn(X), wobei A, B #
0 beliebig sind, dann ist die Orthogonalitatsrelation durch

1

S
Of XJ”(b'X)J”(b'X)dX‘{%([Ja(bi)]%[1—(&)2][Jn<bi)2]>, i=j A9

gegeben.

A.3.2. Fourier-Bessel-Reihenentwicklung

Im Intervall 0 < x < 1 lassen sich Funktionen durch eine Fourier-Bessel-Reihenent-
wicklung darstellen:

fx) = i CiJn(a;), (A.46)
f(x) = i diJn(0s), (A.47)
i=1

deren Koeffizienten mittels der Orthogonalitatsrelationen berechnet werden. Hierzu
multipliziere man beide Seiten der Gleichungen mit xJ,(a;x), bzw. xJn(b;x) und inte-
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griere Uber x im Intervall [0; 1]:

1 1
N o [n@)P
xJn(a;jx) f(x)dx = Ci | xJn(@jx)In(a)dx = Z Ci dijs (A.48)
0 i=1 0 i=1
1 o 1
fon(bjx)f(x)dx= Zdifon(bjx)Jn(bi)dx
0 =1 %
< ([0 + [ = (5)2103n(0)°])
_ Zdi b 5ij. (A.49)
i=1 2
Auf Grund der Orthogonalitat fallen bis auf den Summanden i = | alle anderen

Summanden weg. Aufgeldst nach ¢; bzw. d; ergeben sich dann die Koeffizienten der
Fourier-Bessel-Reihenentwicklung:

1

2
C = m bf‘tf(t)\.]n(a,t)dt, (ASO)
1
2
= OGP f £ (1) (bit)dt. (A51)

0

Entwickelt man die radialen Funktionen gj(o), die bei der Herleitung des Magneto-
spharenmodells nach Voigt auftauchen, in Fourier-Bessel-Reihen der Art

9i(0) = 9i(p. k) = > 2, 3(%g), (A52)
i=1

wobei xi; die Nullstellen der ersten Ableitung der Besselfunktionen sind, so errechnen
sich die Koeffizienten a;; aus der Orthogonalisierungsbedingung zu

YRZ[L - G

Rm
f 9; (0) (&2 ) dp- (A.53)
0
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