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1. Einleitung

Es ist schon lange bekannt, daß das Magnetfeld der Erde ständigen Schwankungen aus-
gesetzt ist. Dabei kommt es in unregelmäßigen Abständen zu Umpolungen des Erdma-
gnetfeldes (Clement, 2004). Welche Folgen kann eine Umkehrung des Magnetfeldes
haben? Das DFG-Schwerpunktprogramm „Erdmagnetische Variationen: Raumzeitli-
che Struktur, Prozesse und Wirkungen auf das System Erde“ hat sich unter anderem
zum Ziel gesetzt, die räumliche und zeitliche Struktur des Magnetfeldes während einer
Feldumkehrung und die möglichen Auswirkungen auf das System Erde zu untersu-
chen. In Abbildung 1.1 ist schematisch dargestellt, wie sich die Polumkehrung auf die
Erde auswirken kann.

Änderungen des Erdmagnetfeldes
Einfache Szenarien einer Magnetfeldumkehrung,

numerische Dynamosimulationen

⇓
Struktur und Größe der Magnetosphäre

MHD-Modelle, Potentialfeldmodelle

⇓
Bewegung kosmischer Teilchen in der Magnetosphäre

Cutoffbreite, Impaktfläche, Teilcheneinfallsrate, Energiespektrum

⇓
Atmosphärische Prozesse

Ionisation, Ozonabbau

Abbildung 1.1.: Auswirkungen einer Magnetfeldumkehrung auf das System Erde.

In den letzten Jahrzehnten wurde diskutiert, welche Magnetfeldkonfigurationen wäh-
rend einer Umkehrung möglich oder wahrscheinlich sind. Anhaltspunkte hierfür lie-
fern numerische Simulationen (z. B. Glatzmaier und Roberts, 1995) und Auswertun-
gen paläomagnetischer Messungen (z. B. Merrill und McFadden, 1999; Leonhardt
et al., 2003). Zu „normalen“ Zeiten wird das Erdmagnetfeld in einfachster Näherung
durch einen zonalen Dipol beschrieben. Während einer Feldumkehrung nimmt der
Betrag dieses Dipolfeldes drastisch ab. Andere Dipolkonfigurationen, wie der Pole-
on-Dipol, oder höhere Multipole können eine wichtige Rolle spielen.
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1. Einleitung

Wie sieht für solche Konfigurationen das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphäre
aus? Das innere Erdmagnetfeld bestimmt das Magnetfeld im Außenraum der Erde,
weil durch seine Wechselwirkung mit dem Sonnenwind die Magnetosphäre gebildet
wird. Somit legt das innere Erdmagnetfeld die Struktur und Größe der Magnetosphäre
fest. Verschiedene Verfahren zur Modellierung der Magnetosphäre sind in den letzten
Jahrzehnten entwickelt worden (siehe z. B. Jordan, 1994; Siscoe, 2001). Eine Mög-
lichkeit bieten MHD-Simulationen, die eine detaillierte Beschreibung der Magneto-
sphäre liefern. Andere Wege führen über quantitative Modelle, zu denen die empiri-
schen und die Potentialfeldmodelle gehören. Vorteil dieser Modelle ist, daß sie schnell
zu berechnen sind, und das Magnetfeld an jedem beliebigen Ort exakt bestimmt wer-
den kann. Somit können diese Modelle z. B. zur Berechnung von Teilchenbahnen in
der Magnetosphäre herangezogen werden.
Die Bahnen geladener Teilchen werden durch Magnetfelder beeinflußt. Unterscheidet
sich das Erdmagnetfeld z. B. während einer Polumkehrung signifikant von der heuti-
gen Situation, so wird sich auch das magnetosphärische Magnetfeld ändern. Teilchen
kosmogenen oder solaren Ursprungs werden demnach andere Bahnen innerhalb der
Magnetosphäre zurücklegen und nicht wie im heutigen Fall vorwiegend in den po-
laren Regionen auf die Erde treffen. Es stellt sich also die Frage, in welche Gebiete
Teilchen eindringen können und wie sich der Teilchenfluß vom heutigen Fluß unter-
scheidet. Die Teilchenflüsse in die Atmosphäre wiederum haben Auswirkungen auf
atmosphärische Prozesse, wie z. B. die Ionisation der neutralen Atmosphäre (Crutzen
et al., 1975; Quack et al., 2001) oder den Ozonabbau (Sinnhuber et al., 2003). Welche
möglichen Folgen treten damit für das globale Klima der Erde auf?

Ziel dieser Arbeit ist es, Antworten auf die Fragen zu finden, wie das Magnetfeld
während einer Feldumkehrung innerhalb der Magnetosphäre aussieht und wie sich
geladene, hochenergetische Teilchen in solchen Magnetosphären verhalten bzw. wel-
cher Teilcheneinfall auf der Erde zu erwarten ist. Dies entspricht den mittleren beiden
Punkten in Abbildung 1.1.
Eine Beschreibung des heutigen Magnetfeldes wird in Kapitel 2 gegeben. Das Innen-
feld der Erde läßt sich als Multipolentwicklung darstellen, wobei die Entwicklungsko-
effizienten keineswegs konstant sind, sondern zeitlichen Schwankungen unterliegen.
Dies führt unter anderem zu paläomagnetischen Feldern, wobei insbesondere auf die
Magnetfeldumkehrungen eingegangen wird und mögliche Szenarien für Umkehrun-
gen vorgestellt werden. Weiterhin wird das äußere Magnetfeld der Erde und die Ma-
gnetosphäre mit ihren verschiedenen Stromsystemen kurz beschrieben. In den letzten
Jahrzehnten sind unterschiedliche Magnetosphärenmodelle entwickelt worden. Einige
der bekannteren werden hier unter dem Gesichtspunkt betrachtet, inwiefern sie sich
zur Modellierung von beliebigen Magnetfeldkonfigurationen verwenden lassen. Be-
sonders geeignet erscheinen hier die Potentialfeldmodelle von Willis et al. (2000) und
Voigt (1981).
Das Modell von Voigt (1981) legt eine realistische Magnetosphärengeometrie zu Grun-
de und bietet mit seinen vielen Parameter die Möglichkeit, auch magnetosphärische
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1. Einleitung

Magnetfelder während einer Feldumkehrung zu betrachten. In Kapitel 3 wird dieses
Modell ausführlich hergeleitet und erweitert.
Kapitel 4 zeigt eine Parameterstudie als Anwendungen dieses Magnetfeldmodells.
Betrachtet werden verschiedene, mögliche Magnetfeldkonfigurationen während einer
Magnetfeldumkehrung. Darstellungen von Magnetfeldlinien und Magnetfeldern an der
Erdoberfläche geben Hinweise auf die Fragen, wie die Magnetfeldverteilung an der
Erdoberfläche aussehen könnte, wo die magnetischen Pole lokalisiert sind, ob und wo
es offene und geschlossene Magnetfeldlinien gibt.
In Kapitel 5 wird das Magnetosphärenmodell als Werkzeug benutzt, um die Bewe-
gung hochenergetischer Teilchen in der Magnetosphäre zu bestimmen. Es wird un-
tersucht, wie sich kosmische Teilchen in den unterschiedlichen Magnetfeldkonfigura-
tionen während einer Feldumkehrung verhalten. Welche Teilchen gelangen zur Erde,
welche Teilchen werden in der Magnetosphäre ablenkt und verlassen den Einflußbe-
reich der Erde wieder? Verknüpft damit ist auch die Frage nach dem Teilchenfluß
in die Atmosphäre. In welche Gebiete können Teilchen eindringen, wie groß ist der
Teilchenfluß? Ein kurzer Ausblick auf die Auswirkungen einer Magnetfeldumkehrung
bzgl. atmosphärischer Prozesse und des globalen Erdklimas sowie die Zusammenfas-
sung schließen die Arbeit ab.
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2. Das Magnetfeld der Erde

Vermutlich wußte schon Thales von Milet im 5. Jahrhundert vor Christus um den Ma-
gnetismus von Gestein. Die Chinesen benutzten bereits vor 2000 Jahren den Kompaß
als Navigationsinstrument. Aber erst im 16. Jahrhundert führte William Gilbert die
ersten dokumentierten Untersuchungen zum Erdmagnetfeld durch und stellte sie in
seinem Buch „De Magnete“ vor. An Hand seiner Terrella, eines Magneteisensteins
in Kugelform, konnte er bekannte Phänomene erklären, wie z. B. das Verhalten ei-
ner Kompaßnadel an verschiedenen Punkten der Erde. Ende des 18. Jahrhunderts ver-
mehrte sich das Wissen über den Erdmagnetismus: Viele Beobachtungen sowohl in
Observatorien, als auch auf Forschungsreisen wurden durchgeführt. Angeregt durch
Alexander von Humboldt wandte sich auch Carl Friedrich Gauß dem Magnetismus zu.
Während wir Humboldt viele Magnetfeldmessungen rund um den Erdball verdanken,
geht auf Gauß die Bestimmung der Intensität des Erdmagnetfeldes zurück. Zuvor wur-
den nur die Inklination und Deklination des Feldes bestimmt. Gauß (1839) entwickelte
eine mathematische Beschreibung des Erdmagnetfeldes mittels der Kugelfunktions-
entwicklung, die bis heute verwendet wird. Mehr zur Geschichte der Erforschung des
Erdmagnetismus kann man unter anderem bei Kertz (1999) nachlesen.
Das Magnetfeld der Erde wird von hochkomplexen dynamischen Systemen erzeugt,
deren Ursprünge sowohl im Erdinneren, als auch außerhalb der Erde zu finden sind.
Der äußere Anteil des Magnetfeldes wird durch mehrere Stromsysteme in der Magne-
tosphäre hervorgerufen. Für das innere Magnetfeld der Erde sind magnetohydrodyna-
mische Prozesse im flüssigen Erdkern verantwortlich, die an Hand des sogenannten
Erddynamos erklärt werden. Da sich die vorliegende Arbeit mit dem magnetosphäri-
schen Magnetfeld beschäftigt, sollen diese Prozesse nicht näher erläutert werden. Eine
gute Einführung zum Thema Erddynamo geben unter anderem Merrill et al. (1996).
Das Erdmagnetfeld ist kein statisches und konstantes Gebilde, sondern unterliegt per-
manenten Variationen. Hierbei wird zwischen den kurzperiodischen Variationen, die
sich im Bereich von Minuten und Stunden bis hin zu Tagen und Monaten bewegen,
und den langperiodischen Variationen unterschieden, die sich auf geologischen Zeit-
skalen, also im Bereich von Jahrzehnten und Jahrmillionen abspielen. Die kurzperi-
odischen Variationen haben ihren Ursprung außerhalb der Erde und sind z. B. auch
durch die Aktivität der Sonne geprägt. Die Amplitude solcher Magnetfeldänderungen
können Werte bis zu einigen hundert Nanotesla betragen, also Schwankungen im Pro-
zentbereich. Die langperiodischen Variationen hingegen werden durch Prozesse im
Erdinneren hervorgerufen. Zu diesen Magnetfeldänderungen gehört auch die soge-
nannte Feldumkehrung, bei der die Polarität des Magnetfeldes wechselt. Damit sind
Änderungen um mehrere Tausend oder gar Zehntausend Nanotesla verbunden.

9



2. Das Magnetfeld der Erde

Die zeitlichen Magnetfeldentwicklungen, die in den einzelnen Kapiteln dieser Arbeit
untersucht werden, spielen sich auf geologischen, d. h. sehr langen Zeitskalen ab, so
daß man auf dynamische Berechnungen verzichten und stattdessen auf eine Abfolge
statischer Zustände zurückgreifen kann. Dieses Vorgehen und die Annahme, daß im
Beobachtungsraum außerhalb der Erde keine Ströme fließen, führen dazu, daß sich
das innere Magnetfeld der Erde als Multipolfeld darstellen läßt, welches man in sphä-
rischer Geometrie mittels Kugelfunktionsentwicklung ausdrücken kann. Dies wird in
Abschnitt 2.1 ausführlich besprochen. Gauß (1839) modellierte als erster das Erdma-
gnetfeld mit Hilfe dieses Verfahrens. Die hierbei auftretenden Koeffizienten werden
ihm zu Ehren als Gaußkoeffizienten bezeichnet. Der Zusammenhang zwischen den
Gaußkoeffizienten und den Multipolmomenten soll im weiteren Verlauf ebenfalls auf-
gezeigt werden. Die Kugelfunktionsentwicklung bietet eine einfache Möglichkeit, das
magnetisches Energiespektrum zu berechnen (Abschnitt 2.2).
In Abschnitt 2.3 wird auf die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes an Hand von Be-
obachtungen der letzten 100 Jahre eingegangen. Es wird nicht nur dargestellt, wie sich
das Magnetfeldes in dieser Zeit geändert hat, sondern es soll auch eine Abschätzung
darüber gegeben werden, wie sich das Magnetfeld in den nächsten Jahren möglicher-
weise entwickeln könnte.
Der Abschnitt 2.4 dieses Kapitels beschäftigt sich mit einigen Grundlagen des Paläo-
magnetismus, also den Magnetfeldänderungen auf geologischen Zeitskalen, zu denen
auch die Feldumkehrung gehört. Feldumkehrungen finden in unregelmäßigen Abstän-
den alle 105 bis 106 Jahre statt, während der eigentliche Umkehrungsprozeß im Mittel
7000 Jahre dauert (Clement, 2004). Die genauen Mechanismen einer Feldumkehrung
sollen in dieser Arbeit nicht näher betrachtet werden, dazu sei unter anderem auf Wicht
und Olson (2004) verwiesen. Ein wesentlicher Punkt, der in diesem Abschnitt ange-
sprochen wird, ist die Frage nach möglichen Magnetfeldkonfigurationen, die während
einer Feldumkehr zum Tragen kommen.

Während sich die ersten vier Abschnitte dieses Kapitels mit dem inneren Magnet-
feld beschäftigen, behandeln die letzten Abschnitte das äußere Magnetfeld, das durch
Stromsysteme erzeugt wird. Bei der heutigen Magnetosphäre spielen folgende Ströme
eine Rolle: die Chapman-Ferraro-Ströme, die durch Wechselwirkung des Sonnenwin-
des mit dem Erdmagnetfeld entstehen, der äquatoriale Ringstrom, der aus eingefan-
genen Teilchen besteht, die Schweifströme, die durch Plasmakonvektion im Schweif
erzeugt werden, und die feldparallelen Ströme, die durch die polaren Elektrojets in der
Ionosphäre geschlossen werden (siehe Abschnitt 2.5).
In den letzten Jahrzehnten wurden unterschiedliche Modelle zur Beschreibung der Ma-
gnetosphäre entwickelt. Siscoe (2001) unterscheidet zwischen vier verschiedenen Ar-
ten von Magnetosphärenmodellen: empirische, modulare, die im folgenden auch als
potentialtheoretische Modelle bezeichnet werden, kinetische und MHD-Modelle. Em-
pirische Modelle wurden unter anderem von Mead und Fairfield (1975), Olson und
Pfitzer (1977; 1982), Alexeev (1978) und Tsyganenko (1987; 1989; 2002) entwickelt.
Die Strategie dieser Modelle beruht in der Anpassung von Modellparametern an Sa-
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2.1. Multipolentwicklung

tellitendaten, wodurch die heutige Magnetosphäre sehr gut beschrieben werden kann.
Voigt (1981), Stern (1985), Hilmer und Voigt (1995), Romashchenko und Reshetnikov
(2000), Willis et al. (2000) entwickelten sogenannte potentialtheoretische Magneto-
sphärenmodelle. Hierbei wird bei einer fest vorgegebenen Magnetosphärengeometrie
und einem vorgegebenen inneren Magnetfeld ein Potentialansatz zur Beschreibung des
Magnetfeldes in der Magnetosphäre gewählt. Kinetische Modelle, wie u. a. von Ale-
xeev und Kalegaev (1995), aber vor allem MHD-Simulationen (z. B. Wolf, 1983;
Gombosi et al., 1996) bieten eine gute Möglichkeit, die komplexen Stromsysteme und
Felder in der Magnetosphäre realistisch zu beschreiben.
In Abschnitt 2.6 werden verschiedene der eben angesprochenen Magnetosphärenmo-
delle vorgestellt. Voigt (1976) und Jordan (1994) zeigten in ihren Arbeiten Vor- und
Nachteile einiger Modelle in Bezug auf die Beschreibung der heutigen Magnetosphä-
re. In dieser Arbeit hingegen werden die Modelle unter dem Gesichtspunkt betrachtet,
inwieweit sie sich als parametrische Modelle zur Beschreibung beliebiger Magneto-
sphären eignen. Gesucht wird ein einfaches Modell, das sich rechentechnisch mög-
lichst unkompliziert umsetzen läßt. Denn unter anderem soll das Modell verwendet
werden, um Teilchenbahnen innerhalb der Magnetosphäre zu bestimmen, d. h. das
Magnetfeld muß an einigen Tausend Stellen innerhalb kurzer Zeit bestimmt werden.
Dabei wird besonders auf das zylindrische Modell von Voigt (1981) und das sphäri-
sche Modell von Willis et al. (2000) eingegangen, weil sie die genannten Bedingungen
erfüllen und im weiteren Verlauf verwendet werden. In beiden Fällen handelt es sich
um potentialtheoretische Modelle.

2.1. Multipolentwicklung

Die Darstellung des Erdmagnetfeldes durch Multipole kommt aus der Potentialtheorie
und soll im folgenden kurz dargelegt werden. Ausführliche Beschreibungen sind bei
Chapman und Bartels (1962) oder Kertz (1992) zu finden.
Da in dieser Arbeit keine dynamischen Berechnungen durchzuführen werden, sondern
nur eine Abfolge statischer Zustände des Magnetfeldes betrachtet werden, kann man
die Magnetfeldbeschreibungen auf ein statisches Problem zurückführen, bei dem alle
zeitlichen Ableitungen entfallen. Als zweite Vereinfachung wird der Beobachtungs-
raum eingeschränkt, in dem das Magnetfeld berechnet werden soll. Die hydromagneti-
schen Prozesse im Erdinneren, die zur Erzeugung des Erdmagnetfeldes führen, werden
nicht näher betrachtet. Von Interesse ist lediglich das Ergebnis dieser Prozesse, näm-
lich das Magnetfeld an der Erdoberfläche bzw. im Außenraum der Erde. Die Quellen
des inneren Magnetfeldes lassen sich somit in einer Kugel mit dem Radius r = Re ein-
schließen. Der Beobachtungsraum beschränkt sich dann auf den Außenraum der Erde,
aber auch hier erfolgen noch weitere Einschränkungen; denn es ist lediglich der Raum
innerhalb der Magnetosphäre von Interesse.
Auf die Magnetosphäre und besonders ihre Stromsysteme wird in Kapitel 2.5 einge-
gangen. An dieser Stelle soll lediglich angenommen werden, daß innerhalb der Ma-
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2. Das Magnetfeld der Erde

gnetosphäre keine Ströme fließen sollen, also j = 0. Gleiches gilt auch für die Ver-

schiebungsstromdichte Ḋ = 0.
Mit Hilfe von potentialtheoretischen Betrachtungen kann nun eine Lösung für das Ma-
gnetfeld H gefunden werden. Unter den eben beschriebenen Annahmen vereinfacht
sich das Amperesche Gesetz der Maxwellgleichungen zu

∇ × H = j + Ḋ = 0. (2.1)

Diese Gleichung kann mit Hilfe eines skalaren Potentials ∇Φ gelöst werden, indem
man den Ansatz

H = −∇Φ (2.2)

wählt. Hierbei wird die Vektoridentität ∇ × ∇φ ≡ 0 ausgenutzt.
Zieht man in Betracht, daß im Außenraum der Erde die Magnetisierung verschwindet,
also M = 0, berechnet sich die magnetische Induktion aus B = µ0( H + M) zu

B = −µ0∇Φ. (2.3)

Im folgenden wird B der Einfachheit halber und wie in der Geophysik gebräuchlich
als Magnetfeld bezeichnet.
Setzt man Gleichung (2.3) in die Maxwellgleichung ∇ · B = 0 ein, so ergibt sich

∇ · (−µ0∇Φ) = −µ0∇2Φ = 0 ⇒ ∇2Φ = 0. (2.4)

Es gilt nun eine Lösung dieser Laplacegleichung zu finden. Für kartesischen Koordi-
naten gibt Lense (1954) folgenden Multipolansatz als Lösung an:

Φ(x, y, z) =
∞

∑

n=1

n
∑

α=0

n−α
∑

β=0

anαβ
xαyβzn−α−β

(x2 + y2 + z2)(2n+1)/2
. (2.5)

Hierbei ist n der Grad des Multipols. Jeder Multipol wird durch(n + 1)(n + 2)/2 Ko-
effizienten anαβ beschrieben, von denen lediglich 2n + 1 linear unabhängig sind. Die
Abhängigkeit und somit die Anzahl der linear unabhängigen Koeffizienten kann aus
der Laplacegleichung bestimmt werden.
Da das Dipol- und Quadrupolmoment in dieser Arbeit eine wesentliche Rolle spielen,
werden die Potentiale hier explizit angegeben.
Das Potential eines Dipols ist mit Gleichung (2.5) gegeben durch

Φ(x, y, z) =
1

∑

α=0

1−α
∑

β=0

a1αβ
xαyβz1−α−β

(x2 + y2 + z2)3/2
=

a00
1 z + a01

1 y + a10
1 x

r3
. (2.6)

Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit der bekannten Gleichung für das Potential
eines Dipols (siehe Jackson, 1963):

Φ =
mxx + myy + mzz

4πr3
=

m · r

4πr3
, (2.7)
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2.1. Multipolentwicklung

wobei m das Dipolmoment ist.
Das Potential eines Quadrupols wird nach Gleichung (2.5) beschrieben durch

Φ(x, y, z) =
n

∑

α=0

2−α
∑

β=0

a2αβ
xαyβz2−α−β

(x2 + y2 + z2)5/2

=
a00

2 z2 + a01
2 yz + +a02

2 y2 + a10
2 xz + a11

2 xy + a20
2 x2

r5
. (2.8)

Bei entsprechender Wahl der Koeffizienten läßt sich diese Gleichung auf die bekannte
Gleichung eines Quadrupols zurückführen (siehe Jackson, 1963):

Φ =
Qxx x2 + Qyyy2 − (Qxx + Qyy)z2 + 2Qxy xy + 2Qxzxz + 2Qyzyz

8πr5
=

rT Q r

8πr5
, (2.9)

hierbei ist rT der transponierte Vektor zum Vektor r. Aus einem Koeffizientenvergleich
der a2αβ und der Qi j folgt, daß der Quadrupoltensor Q symmetrisch ist und Spur( Q)=0

gilt. Die Spurfreiheit des Quadrupoltensors folgt auch direkt aus der Divergenzfreiheit
des Magnetfeldes, während sich die Symmetrie des Tensors aus der Rotationsfreiheit
des Feldes ergibt.
Im Fall der Erde bietet es sich an, statt kartesischer Koordinaten sphärische zu ver-
wenden. Die Definitionen und Umrechnungen von Koordinatensystemen sind im An-
hang A.1 beschrieben.
Für sphärische Geometrie hat Gauß (1839) eine Lösung der Laplacegleichung mit Hil-
fe von Kugelfunktionen entwickelt (siehe auch Chapman und Bartels, 1962; Kertz,
1992):

Φ(r, ϑ, λ) =
Re

µ0

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

(Re

r

)n+1

(gm
n cos mλ + hm

n sin mλ) Pm
n (cosϑ) (2.10)

mit den zugeordneten Kugelfunktionen Pm
n vom Grad n und der Ordnung m in der

Schmidtschen Normierung. Die Koeffizienten gm
n und hm

n sind die Gaußkoeffizienten.
Das Potential (2.10) wurde so eingeführt, daß die Gaußkoeffizienten die Einheit nT
haben. Im hier vorliegenden Fall ist Re der Erdradius. Näheres zu den Kugelfunktionen,
ihren Eigenschaften und Berechnungen ist im Anhang A.2 zu finden.
Statt der in der Geophysik üblichen Gaußkoeffizienten gm

n und hm
n werden in dieser

Arbeit die Koeffizienten cm
n und λm

n verwendet, die über folgende Beziehungen mit
einanderverknüpft sind (Roederer et al., 1973):

cm
n =















gm
n , m = 0
√

(gm
n )2 + (hm

n )2, m > 0
und λm

n =















0 m = 0
1
m arctan hm

n

gm
n
, m > 0

(2.11a)

bzw.

gm
n = cm

n cos mλm
n und hm

n = cm
n sin mλm

n . (2.11b)
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2. Das Magnetfeld der Erde

Somit ergibt sich für das Potential:

Φ =
Re

µ0

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

(Re

r

)n+1

cm
n cos m(λ − λm

n ) Pm
n (cosϑ). (2.12)

Diese Darstellung hat den Vorteil, daß die Stärke des Magnetfeldes durch die Koef-
fizienten cm

n beschrieben werden kann, während die Koeffizienten λm
n die Magnetfeld-

konfiguration bestimmen. So entspricht λm
n z. B. im Fall eines reinen Multipols einer

Drehung des Moments um die z-Achse an.

Das Magnetfeld an einem beliebigen Punkt (r,ϑ, λ) berechnet sich aus Gleichung (2.3)
zu:

Br(r, ϑ, λ) =
N

∑

n=1

n
∑

m=0

(Re

r

)n+2

(n + 1) cm
n cos m(λ − λm

n ) Pm
n (cosϑ), (2.13a)

Bϑ(r, ϑ, λ) = −
N

∑

n=1

n
∑

m=0

(Re

r

)n+2

cm
n cos m(λ − λm

n )
dPm

n (cosϑ)

dϑ
, (2.13b)

Bλ(r, ϑ, λ) =
N

∑

n=1

n
∑

m=0

(Re

r

)n+2

m cm
n sin m(λ − λm

n )
Pm

n (cosϑ)
sinϑ

. (2.13c)

Beispiele für Magnetfeldlinien verschiedener Multipolentwicklungen sind in Kapitel 4
zu finden.

In der Geophysik, wie auch in dieser Arbeit, werden die Begriffe der Momente und
Gaußkoeffizienten gleichwertig verwendet. Deshalb wird an dieser Stelle die Umrech-
nung der einen Größe in die andere gezeigt. Speziell handelt es sich hierbei um Dipol-
bzw. Quadrupolmoment und den entsprechenden Gaußkoeffizienten, denn diese wer-
den hauptsächlich in späteren Anwendungen benutzt, z. B. bei der Berechnung des
magnetosphärischen Magnetfeldes in Kapitel 3.
In sphärischer Geometrie läßt sich das Potential mittels der Kugelfunktionsentwick-
lung wie in Gleichung (2.10) darstellen. Berechnet man hieraus den Dipolanteil Φd

und den Quadrupolanteil Φq, dann ergibt sich für den Dipol (n = 1) unter Einbezie-
hung der Transformation (A.1) von sphärischen in kartesische Koordinaten folgender
Ausdruck:

Φd =
R3

e

µ0

g0
1P0

1(cosϑ) + (g1
1 cos φ + h1

1 sinφ)P1
1(cosϑ)

r2

=
R3

e

µ0

g0
1 cosϑ + (g1

1 sinϑ cosφ + h1
1 sinϑ sinφ)

r2
=

R3
e

µ0

g0
1z + (g1

1x + h1
1y)

r3
(2.14)

und für den Quadrupol (n = 2, Pm
n = Pm

n (cosϑ)):
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2.2. Energie des Magnetfeldes

Φq =
R4

e

µ0

g0
2P0

2 + (g1
2 cosφ + h1

2 sinφ)P1
2 + (g2

2 cos 2φ + h2
2 sin 2φ)P2

2

r3

=
R4

e

µ0

g0
2z− 1

2g0
2(x2 + y2)+

√
3g1

2xz+
√

3h1
2yz+

√
3

2 gg
2(x2 − y2)+

√
3h2

2xy

r5
. (2.15)

Aus einem Koeffizientenvergleich mit den Potentialen in kartesischer Form, die in den
Gleichungen (2.7) und (2.9) gegeben sind, erhält man dann für den Dipol:

mx =
4πR3

e

µ0
g1

1, my =
4πR3

e

µ0
h1

1, mz =
4πR3

e

µ0
g0

1 (2.16)

und den Quadrupol:

Qxx =
4πR4

e

µ0
(−g0

2 +
√

3g2
2), Qyy =

4πR4
e

µ0
(−g0

2 −
√

3g2
2),

Qxy =
4π
√

3R4
e

µ0
h2

2, Qxz =
4π
√

3R4
e

µ0
g1

2, Qyz =
4π
√

3R4
e

µ0
h1

2. (2.17)

Um höhere Momente umzurechnen, geht man analog zu dem eben angeführten Re-
chenweg vor. Für den Koeffizientenvergleich benutze man dann die Gleichungen (2.5)
und (2.10) bzw. (2.12).

2.2. Energie des Magnetfeldes

Das im Erdinneren erzeugte Magnetfeld kann man in einen toroidalen und einen poloi-
dalen Anteil zerlegen. An der Erdoberfläche läßt sich nur das poloidale Feld messen.
Auf Grund dessen ist es nicht möglich, die gesamte Energie des Erdmagnetfeldes anzu-
geben. Ebenso wenig kann man eine Aussage über die Erhaltung der Energie treffen,
denn es kann nicht unterschieden werden, ob die magnetische Energie variiert oder
lediglich zwischen dem poloidalen und toroidalen Anteil hin und her wechselt. Im
folgenden meint der Begriff „Energie“ also die Energie des poloidalen Anteils.

Die Energie des Erdmagnetfeldes läßt sich aus den Gaußkoeffizienten bestimmen, wie
es Mauersberger (1956), Lowes (1966) und Langel (1987) zeigen. Ausgangspunkt ist
die Beschreibung des Magnetfeldes als Kugelfunktionsentwicklung, wie sie im ersten
Abschnitt dieses Kapitels mit Gleichung (2.10) eingeführt wurde. An Hand dieser Dar-
stellung wird ein Potential Φn für jeden Grad n der Multipolentwicklung definiert:

Φn =
Re

µ0

(Re

r

)n+1 n
∑

m=0

(gm
n cos mλ + hm

n sin mλ) Pm
n (cosϑ). (2.18)

Damit ergibt sich für das Magnetfeld und die magnetische Induktion für den Grad

Hn = −∇Φn und Bn = −µ0∇Φn. (2.19)
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2. Das Magnetfeld der Erde

Die Energiedichte eines Magnetfeldes ist definiert als:

w̃n :=
1
2

Bn · Hn =
1

2µ0
(∇Φn)2. (2.20)

Durch Integration über den Außenraum der Kugel ergibt sich hieraus die Gesamtener-
gie im Außenraum der Kugel mit dem Radius Re zu

Wn =

$

r>Re

w̃n dV =
1

2µ0

$

r>Re

(∇Φn)2 dV =
1

2µ0
©
∫∫

r=Re

Φn n̂∇Φn d f . (2.21)

Für die Umformung des Volumenintegrals in ein Oberflächenintegral wurde hierbei
der erste Greensche Satz verwendet. Das Flächenelement d f läßt sich durch d f =
r2 sinϑ dϑ dλ ausdrücken. Da es sich um die Energie im Außenraum der Kugel han-
delt, zeigt der Normalenvektor n̂ nach innen und ist somit bis auf das Vorzeichen
identisch mit dem Einheitsvektor in radialer Richtung n̂ = − er. Das Produkt aus Nor-
malenvektor und Gradienten von Φn vereinfacht sich dann zu

n̂ · ∇Φn = −
∂

∂r
Φn = (n + 1)

1
r
Φn. (2.22)

Damit geht die Gesamtenergie aus Gleichung (2.21) über in

Wn =
n + 1
2µ0

r

2π
∫

0

π
∫

0

ΦnΦn sinϑ dϑ dλ. (2.23)

Ersetzt man nun in dieser Gleichung das Potential durch seine Reihenentwicklung
(2.18), so ergibt sich nach Vertauschung der Summation und Integration

Wn =
n+1
2µ0

Rer
(Re

r

)2n+2 n
∑

m=0

n
∑

l=0





















2π
∫

0

(gm
n cos mλ + hm

n sin mλ)(gl
n cos lλ + hl

n sin lλ) dλ

·
π

∫

0

Pm
n (cosϑ)Pl

n(cosϑ) sinϑ dϑ





















. (2.24)

Bei der Integration über den Winkel ϑ wird die Orthogonalitätsrelation der Kugelfunk-
tionen ausgenutzt, siehe hierzu Gleichung (A.20) im Anhang A.2, so daß lediglich die
Terme m = l übrigbleiben und die Summe über l wegfällt. Der Wert des Integrals
beträgt dann

π
∫

0

Pm
n (cosϑ)Pm

l (cosϑ) sinϑ dϑ =
2c

2n + 1
mit c =















1, m = l = 0

2, m = l > 0
. (2.25)
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2.2. Energie des Magnetfeldes

Auf Grund der Orthogonalität der trigonometrischen Funktionen gilt

2π
∫

0

cos2 mλ dλ =

2π
∫

0

sin2 mλ dλ =
2π
c

und

2π
∫

0

cos mλ sin mλ dλ = 0, (2.26)

so daß sich das Integral über den Winkel λ zu:

2π
∫

0

[

(gm
n )2 cos2 mλ + (hm

n )2 sin2 mλ + 2gm
n hm

n cos mλ sin mλ
]

dλ (2.27)

=
2π
c

[

(gm
n )2 + (hm

n )2
]

. (2.28)

vereinfacht. Als Endergebnis für die Gesamtenergie ergibt sich dann

Wn =
2π
µ0

n + 1
2n + 1

R2
e

(Re

r

)2n+1 n
∑

m=0

[(gm
n )2 + (hm

n )2]. (2.29)

Sei nun wn die mittlere Energie des Grades n auf einer Kugelschale mit dem Radius r,
dann berechnet sich die Gesamtenergie im Außenraum durch Integration über r′ zu

Wn =

∞
∫

r

wn(r′) · 4πr′2dr′ ⇒ wn =
1

4πr2

∂Wn

∂r
, (2.30)

und umgekehrt erhält man die mittlere Energie wn durch Differentiation der Gesamt-
energie nach r. Zusammen mit Gleichung (2.29) ergibt sich für die mittlere Energie wn

auf einer Kugelschale mit dem
Radius r:

wn =
n + 1
2µ0

(Re

r

)2n+4 n
∑

m=0

[(gm
n )2 + (hm

n )2] =
(n + 1)

2µ0

(Re

r

)2n+4 n
∑

m=0

(cm
n )2. (2.31)

Bis auf Vorfaktoren entspricht dieses Ergebnis den sogenannten Mauersberger Koef-
fizienten Rn, die das Spektrum des Erdmagnetfeldes beschreiben (siehe Langel und
Estes, 1982).

Abbildung 2.1 zeigt das heutige Energiespektrum des Erdmagnetfeldes bis zum Grad
n = 10. Aufgetragen ist zum einen das Energiespektrum an der Erdoberfläche und zum
anderen an der Kern-Mantel-Grenze. Die Punkte liegen nahezu auf einer Geraden, wo-
bei auffällt, daß der Dipolanteil (n=1) deutlich oberhalb liegt. Lägen alle Koeffizienten
auf einer Graden, die an der Kern-Mantel-Grenze keine Steigung aufweist, so würde
dies eine Gleichverteilung der Energie auf alle Multipolanteile an der Kern-Mantel-
Grenze bedeuten.
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Erdoberfläche

Kern-Mantel-Grenze

n

w
n
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3
]
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Abbildung 2.1.: Energiespektrum (bis zum Grad 10) des heutigen Erdmagnetfeldes an der
Erdoberfläche und an der Kern-Mantel-Grenzen.

2.3. Säkularvariationen

Säkularvariationen sind Magnetfeldänderungen, die sich auf Zeitskalen von Jahren bis
hin zu Jahrhunderten abspielen. Verursacht werden solche Änderungen durch Prozesse
im Erdinneren.
Heute gibt es weltweit über 500 Observatorien, von denen zur Zeit ungefähr 150 das
Erdmagnetfeld kontinuierlich beobachten und auch Jahresmittelwerte zur Verfügung
stellen. In Europa gibt es hinreichend viele Standorte, während in anderen Gegenden,
besonders auf den Ozeanen, kaum welche zu finden sind. Diese ungleiche Standortver-
teilung erschwert eine globale Analyse des Magnetfeldes. In den letzten Jahrzehnten
wurden auch Magnetfeldmessungen mittels Satelliten durchgeführt, die den Vorteil ha-
ben, daß sie die Erde zum einen gleichmäßig mit Meßpunkten abdecken können und
zum anderen eine viel höhere Meßdichte liefern. Ein Problem bei den Satellitenmes-
sungen ist die Trennung von räumlichen und zeitlichen Änderungen des Signals. Es
soll an dieser Stelle nicht näher auf die Meßtechniken und -instrumente eingegangen
werden, einige Grundlagen dazu sind bei Kertz (1992) oder Campbell (1997) zu fin-
den, sondern es geht im folgenden mehr um die zeitlichen Veränderungen der letzten
hundert Jahre und um mögliche Extrapolationen für die kommenden Jahre.

2.3.1. Zeitliche Entwicklung in den letzten hundert Jahren

Die International Association of Geomagnetism and Aeronomy (IAGA) errechnet aus
beobachteten Magnetfelddaten alle fünf Jahre ein sogenanntes Internationales Geo-
magnetisches ReferenzFeld (IGRF), das jeweils durch einen Satz von Gaußkoeffizi-
enten beschrieben wird. Hierfür wurden anfangs vorwiegend Observatoriumsdaten,
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2.3. Säkularvariationen

mittlerweile aber auch verstärkt Satellitenmessungen verwendet. Inzwischen gibt es
auch komplexere Modelle (Maus et al., 2002), die aus neuen Satellitendaten gewon-
nen werden und das Erdmagnetfeld besser beschreiben als das IGRF. Diese haben aber
den Nachteil, daß verhältnismäßig viele Parameter zur Beschreibung benötigt werden.
Für die Betrachtungen in dieser Arbeit ist eine so exakte Beschreibung des Erdfeldes
nicht notwendig. Ziel ist es vielmehr, großräumige Strukturen und Phänomene aufzu-
zeigen. Dazu reichen die Gaußkoeffizienten der Grade n = 1, 2, 3 aus. Abbildung 2.2
zeigt den Magnetfeldbetrag des IGRF für die Jahre 1900 und 2000, der sich aus den
Gaußkoeffizienten bis zum dritten Grad ergibt.

Gut zu erkennen ist in beiden Darstellungen, daß das Magnetfeld der Erde im we-
sentlichen durch einen leicht geneigten Dipol beschrieben werden kann. Das Feld hat
ein Maximum am Pol über Nordamerika bzw. Australien und ein Minimum in der
Äquatorregion. Die Intensität des Magnetfeldes hat im Laufe der letzten hundert Jahre
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(a) Betrag des Magnetfeldes um 1900, IGRF1900.
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(b) Betrag des heutigen Magnetfeldes, IGRF2000.

Abbildung 2.2.: Magnetfeldbetrag auf der Erdoberfläche von 1900 und 2000 (Multipolent-
wicklung bis zum Grad n = 3).
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überall auf der Erdoberfläche abgenommen. Die klare dipolare Struktur des Magnet-
feldes im Jahre 1900 wird hundert Jahre später durch die stärkere Ausprägung der
südatlantischen Anomalie, dem Minimum im Südatlantik, etwas aufgeweicht.
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Abbildung 2.3.: Entwicklung der Gaußkoeffizienten bis zum Grad n = 3 von 1900 bis 2000
mit den jeweiligen linearen Anpassungen. Auf der linken Seite sind jeweils die „Beträge“ c m

n
der Multipole (diese können durchaus negativ sein) aufgetragen, auf der rechten Seite die Dreh-
winkel λm

n um die z-Achse.
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2.3. Säkularvariationen

Um die Struktur des Magnetfeldes und die Änderungen in den letzten hundert Jah-
ren besser zu verstehen, wirft man am besten einen Blick auf die Gaußkoeffizienten,
speziell bis zum Grad n = 3 der Kugelfunktionsentwicklung. Abbildung 2.3 zeigt die
Entwicklung der Dipol-, Quadrupol- und Oktupolanteile. In den Abbildungen auf der
linken Seite ist jeweils der Betrag cm

n des Multipols aufgetragen, auf der rechten Seite
hingegen der Drehwinkel λm

n um die z-Achse (die Rotationsachse der Erde). Die Di-
polanteile, repräsentiert durch die cm

1 -Terme, haben im Laufe der hundert Jahre abge-
nommen, während die höheren Multipolanteile, wie Quadrupol (cm

2 ) und Oktupol (cm
3 )

zugenommen haben. Der Dipol hat sich kaum gedreht, im Gegensatz zum Quadrupol
und Oktupol, die eine leichte Drehung nach Westen aufzeigen.
Da der zonale Dipolanteil (c0

1) der Hauptmultipol des Erdmagnetfeldes ist, folgt bei
seiner Abnahme, daß das Magnetfeld an der Erdoberfläche geringer wird. Durch das
Geringerwerden des Dipols und das gleichzeitige Anwachsen der höheren Multipole
ist auch ersichtlich, warum die dipolare Struktur im Jahre 2000 gegenüber 1900 etwas
aufgeweicht wurde und sich die südatlantische Anomalie weiter ausgeprägt hat. Die
südatlantische Anomalie ist im wesentlichen ein Effekt der Überlagerung des Dipols
mit dem Quadrupol, bei dem antiparallel gerichtete Feldlinien das Gesamtfeld schwä-
chen.

2.3.2. Magnetfelder für extrapolierte Gaußwerte

Die Entwicklungen der Gaußkoeffizienten bis zum dritten Grad sind in den letzten
hundert Jahren nahezu linear und man könnte sich nun überlegen, wie eine Extrapola-
tion in die Zukunft aussähe. Natürlich stellt sich hierbei die Frage, inwiefern erstens
eine lineare Extrapolation gerechtfertig ist und zweitens über welchen Zeitraum dieses
geschehen darf.

Im folgenden wird ein Beispiel konstruiert, bei dem die Magnetfeldentwicklung des
letzten Jahrhunderts in gleicher Art und Weise für die nächsten Jahrhunderte fortsetzt
wird. Dazu werden die Gaußkoeffizienten der ersten drei Grade linear extrapoliert. Ab-
bildung 2.4 zeigt den Betrag des Magnetfeldes an der Erdoberfläche für die nächsten
zwei Jahrhunderte, wobei in der oberen Graphik zum Vergleich das Magnetfeld zu
sehen ist, daß sich aus den Gaußkoeffizienten des IGRF2000 bis zum Grad n = 3 zu-
sammensetzt. Der maximale Betrag des Erdmagnetfeldes steigt in den darauffolgenden
zwei Jahrhunderten von 68000 nT auf 71000 nT an, dahingegen fällt das Minimum
von 22000 nT auf 11000 nT. Die dipolare Struktur des Feldes, maximaler Magnetfeld-
betrag an den Polen und minimaler Betrag am Äquator, geht immer weiter verloren,
wobei sich die Verhältnisse auf der Nordhalbkugel weniger drastisch ändern als auf
der Südhalbkugel. Das breit verschmierte Maximum über dem Nordpol wandert leicht
ostwärts, wobei es sich über Nordeuropa konzentriert und an Stärke gewinnt. Das Ma-
ximum auf der Südhalbkugel westlich von Australien verändert seine Lage kaum, aber
die Magnetfeldstärke nimmt zu. Das Gebiet der heutigen südatlantischen Anomalie
verlagert sich südwärts und breitet sich gleichzeitig etwas nach Westen aus; dabei
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(a) Betrag des heutigen Magnetfeldes, IGRF2000.
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Abbildung 2.4.: Extrapolation des Magnetfeldbetrages an der Erdoberfläche für die nächsten
zwei Jahrhunderte (Multipolentwicklung bis zum Grad n = 3).
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Abbildung 2.5.: Die Kurven zeigen die Entwicklung der magnetischen Energien wn an der
Erdoberfläche, für die nächsten Jahrhunderte, wie sie sich bei einer linearen Extrapolation der
Daten der vergangenen Jahrzehnte ergäbe. Die horizontalen Linien sind die zugehörigen Ener-
gien, die sich aus einer Gleichverteilung der Energie auf alle Multipole an der Kern-Mantel-
Grenze berechnen.

nimmt die Feldstärke ab. Der Intensitätsverlust geht auf die starke Zunahme des Qua-
drupolsmoments zurück, dessen Feldlinien den Dipolfeldlinien entgegengesetzt sind
und somit eine Schwächung des Gesamtfeldes herbeiführen, während die Ausweitung
nach Westen ein Effekt der kleiner werdenden Drehkoeffizienten λm

2 sind.
Die magnetische Energien wn an der Erdoberfläche dieser extrapolierten Gaußkoef-
fizienten sind in Abbildung 2.5 zu sehen (gekrümmte Linien). Berechnet wurden sie
nach Gleichung (2.31). Die horizontalen Linien stellen die zugehörigen Werte dar, die
sich ergäben, wenn die Energien der einzelnen Multipole an der Kern-Mantel-Grenze
gleichverteilt wären. Zur Zeit liegt der Dipolanteil deutlich oberhalb dieser Geraden,
während der Quadrupolanteil unter ihr liegt, und der Oktupolanteil mit der Gleichver-
teilung zusammenfällt. Schaut man sich nun den hypothetischen Trend der Multipole
für die nächsten Jahrhunderte an, so sieht man, daß das Dipolmoment kleiner wird und
in ungefähr 600 Jahren die Gleichverteilung erreichen würde, die höheren Multipol-
momente hingegen nähmen zu. Bereits in knapp 200 Jahren hätte der Quadrupol die
Gleichverteilung überschritten. In etwas über 600 Jahren kehrte sich das Verhältnis
zum heutigen Zustand um, dann wäre die Energie der höheren Multipole größer als
die des Dipols.
Die gesamte magnetische Energie (gestrichpunktete Linie) nimmt auf Grund des do-
minierenden Dipolanteils bis 2300 ab und steigt dann wieder an, weil die höheren
Multipolanteile, deren Energie zunimmt, eine größere Rolle spielen.
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2. Das Magnetfeld der Erde

2.4. Paläomagnetismus

Das Forschungsgebiet des Paläomagnetismus beschreibt Magnetfeldvariationen, die
sich auf geologischen Zeiträumen abspielen, also Jahrtausende bis Jahrmillionen um-
fassen. Zu diesen Variationen werden auch Polwanderungen und Feldumkehrungen
gezählt.
Anfang des 20. Jahrhunderts wurden zum ersten Mal umfangreiche Studien zur Ma-
gnetisierung von Lavagestein durchgeführt, die dann Mitte des Jahrhunderts um Unter-
suchungen an Sedimentablagerungen erweitert wurden. Aus den einzelnen Messungen
können Rückschlüsse gezogen werden, welche Richtung und Stärke das Magnetfeld
bei der Entstehung des Lavagesteins bzw. bei der Ablagerung des Sediments vorge-
herrscht haben. Man kann also für jeden einzelnen Meßort die relativen zeitlichen Va-
riationen bestimmen, problematisch ist eine absolute zeitliche Einordnung der unter-
schiedlichen Meßorte. Dadurch ist es nur schwer oder gar nicht möglich ein globales
Feld zu bestimmen, und man nimmt in erster Näherung an, daß das Magnetfeld durch
einen Dipol im Zentrum der Erde beschrieben werden kann. Die Durchstoßpunkte
des Dipols zu den einzelnen Zeitpunkten werden in einer sogenannten Polwanderkur-
ve zusammengefaßt. Große Abweichungen des Feldes, bei denen die Polwanderkurve
auch die niedrigen geographischen Breiten oder sogar den Äquator berührt, werden als
Exkursionen bezeichnet. Überschreitet die Kurve hingegen den Äquator und wandert
zum entgegengesetzten Pol, so spricht man von einer Feldumkehrung. Natürlich sehen
diese Polwanderkurven für jeden Meßort anders aus, da lokale Messungen als globa-
le Konfigurationen interpretiert werden. Auch kann es vorkommen, daß in dem sehr
einfachen Modell der Polwanderkurven eine Feldumkehrung zu sehen ist, es sich aber
in Wirklichkeit um eine Überlagerung aus einem schwachen Dipol mit verschiedenen,
starken Nichtdipolanteilen handelt. Um solche Fehlerquellen auszuschließen, versucht
man, Messungen von verschiedenen Orten miteinander zu vergleichen.
Magnetfeldumkehrungen finden in unregelmäßigen Abständen alle 105 bis 106 Jahre
statt, wobei die Dauer einer Feldumkehrung in der Literatur unterschiedlich mit Werten
zwischen 103 und 104 Jahren angegeben wird (Merrill und McFadden, 1999). Neuere
Ergebnisse (Clement, 2004) liefern eine durchschnittliche Dauer von 7000 Jahren, wo-
bei die Feldumkehrung scheinbar schneller am Äquator als in den Polregionen abläuft.
Zurückzuführen ist dies auf die höheren Multipole, die während einer Polumkehrung
eine bedeutende Rolle spielen. Der Mechanismus, der eine Umkehrung auslöst und
treibt, ist sehr kompliziert und bis heute nicht in allen Einzelheiten verstanden. Aus-
führliche Untersuchungen neuren Datums sind unter anderem bei Wicht und Olson
(2004) und Wicht (2003) zu finden.
Die einfachsten Modelle einer Feldumkehrung (Merrill und McFadden, 1999) gehen
von einem Dipol aus, der entweder kleiner wird, bis er verschwindet und sich dann in
umgekehrter Richtung wieder aufbaut, oder der bei gleichbleibender Stärke sich dreht
bzw. umkippt. Komplexere Modelle ziehen auch höhere Multipole in Betracht.
Betrachtet man die Ergebnisse paläomagnetischer Messungen von verschiedenen Lo-
kationen (siehe z. B. Williams und Fuller, 1981; Clement, 1991; Leonhardt et al.,
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2003; Heunemann et al., 2004), kann man erkennen, daß während einer Feldumkeh-
rung das Magnetfeld sowohl betraglich abnimmt, als auch seine Richtung ändert. Auch
wird deutlich, daß höhere Multipolanteile eine größere Rolle spielen können, als es
heute der Fall ist. Eine gute Einführung in das Thema Erdmagnetfeld und Paläoma-
gnetismus geben Merrill et al. (1996). Zu den Meßmethoden des Paläomagnetismus
und ihren Ergebnissen siehe auch Soffel (1992).
Um die Prozesse, die zur Entstehung des Erdmagnetfeldes und seine Aufrechterhal-
tung führen, besser verstehen zu können, wurden im Laufe der letzten Jahrzehnte un-
terschiedliche Dynamotheorien und -modelle entwickelt. Dabei wird das flüssige Ge-
stein des äußeren Erdkerns als elektrisch leitende Flüssigkeit angenommen, die auf
Grund thermischer Konvektion im äußeren Kern aufsteigt, welcher durch eine diffe-
rentiell rotierende Kugelschale beschrieben wird. Bedingt durch die Konvektion und
Rotation wird das bereits existierende Magnetfeld verdrillt und verzerrt, so daß neue
Felder entstehen. Auf die genauen Prozesse soll hier nicht weitereingegangen werden;
dazu sei auf einführende und weitergehende Literatur, unter z. B. Merrill et al. (1996)
und Jacobs (1989), verwiesen.
Aus rechentechnischen Gründen werden in vielen Dynamomodellen vereinfachte An-
nahmen gemacht, die unter anderem dazu führen können, daß keine Feldumkehrungen
möglich sind. Numerische Modelle, z. B. von Glatzmaier und Roberts (1995), sind
in der Lage, auch Polumkehrungen zu erzeugen. Betrachtet wird im folgenden in ei-
ner ihrer Simulation (G. A. Glatzmaier, persönliche Mitteilung 2003) ein Zeitraum
von jeweils 15000 Jahren vor und nach der Feldumkehrung. Am Anfang und am En-
de dieses Intervalls weist das Magnetfeld deutlich dipolare Strukturen auf, aber mit
entgegengesetzter Polarität, was darauf hindeutet, daß eine Polumkehrung stattgefun-
den hat. Während der Polumkehrung hingegen, die nur ca. 2000 Jahre dauert, ist das
Magnetfeld wesentlich komplexer, weil höhere Multipolmomente eine wichtige Rolle
spielen, wie auch in Abbildung 2.6 zu sehen ist.
Die in dieser Dissertation erarbeiteten Modell zur Beschreibung von kosmischen Teil-
chen in Paläomagnetophären wurde auf Simulationsergebnisse von G. A. Glatzmai-
er (persönliche Mitteilung 2003) angewendet. Die Simulationsergebnisse von G. A.
Glatzmaier sind in Abbildung 2.6 zusammengefaßt. Dargestellt ist die Energie des
Magnetfeldes für die Multipole bis zum Grad n = 4 in Abhängigkeit von der Zeit. Als
Nullpunkt der Zeitachse wurde dabei die Polumkehrung genommen. Über den gesam-
ten Zeitraum vor der Umkehrung fällt die Energie des Dipols stetig ab, was gleich-
bedeutend damit ist, daß der Dipolanteil des Magnetfeldes schwächer wird. Aber erst
kurz vor der Polumkehrung kommt es zu einem starken Einbruch der Dipolenergie
um eine weitere Größenordnungen, so daß sich die eigentliche Feldumkehrung auf
einem kurzen Zeitintervall von ungefähr 2000 Jahren abspielt. Danach steigt der Di-
polanteil wieder an, bis er seine vorherige Stärke erreicht hat, wobei nun die Richtung
des Dipols entgegengesetzt zu dem Ausgangszustand ist. Die höheren Multipolanteile
zeigen in ihren magnetischen Energien kein so extremes Verhalten, sondern schwan-
ken lediglich innerhalb einer Größenordnung. In „normalen“ Zeiten liegt die Energie
des Dipols zwei bis drei Größenordnungen oberhalb der der höheren Multipole. Wäh-
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Abbildung 2.6.: Magnetische Energie verschiedener Multipole einer simulierten Feldumkeh-
rung (G. A. Glatzmaier, persönliche Mitteilung 2003).

rend der Feldumkehrung hingegen sinkt die Dipolenergie soweit, daß Quadrupol und
Oktupol dominieren.

2.5. Magnetosphärische Stromsysteme und
Magnetfelder

Die Änderungen des Erdmagnetfeldes wirken sich auch auf das magnetosphärische
System aus. Siscoe und Chen (1975) führten daher den Begriff einer „Paläomagneto-
sphäre“ ein. Diese beschreibt die Erdmagnetosphäre zu Zeiten einer Feldumkehrung,
und sie unterscheidet sich erheblich von dem heutigen Zustand, sowohl was die Größe,
als auch die Art der Stromsysteme und Feldverteilungen betrifft. Verschiedene Aspek-
te einer Paläomagnetosphäre wurden untersucht, z. B. Änderung der Magnetosphären-
größe mit geringer werdendem Magnetfeld (Siscoe und Chen, 1975; Siebert, 1977).
Saito et al. (1978) unternahmen qualitative Betrachtungen bezüglich eines gekippten
Dipols. Die Konfiguration, bei der der Dipol in der Äquatorebene liegt, bezeichnet
man als Pole-on-Konfiguration. Biernat et al. (1985) und Leubner und Zollner (1985)
betrachteten Magnetosphären, die statt durch ein dipolares Magnetfeld durch einen
Quadrupol bestimmt werden. Noch höhere Multipole schließen Willis et al. (2000) in
ihren Untersuchungen ein. Nachteil dieser Modelle ist, daß sie entweder zweidimen-
sional (Biernat et al., 1985; Leubner und Zollner, 1985) oder aber hochgradig symme-
trisch (Willis et al., 2000) sind.
In den Kapiteln 4 und 5 sollen mögliche paläomagnetische Magnetosphärenkonfigu-
rationen untersucht werden. Dazu werden zunächst einfache, idealisierte Beispiele für
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Dipole und Quadrupole verwendet, um prinzipielle Strukturen für die einzelnen Konfi-
gurationen zu bestimmen. Anschließend werden die komplexeren Konfigurationen der
Simulationen von Glatzmaier (persönliche Mitteilung) betrachtet.

Die Magnetosphäre entsteht durch die Wechselwirkung des Erdmagnetfeldes mit dem
Sonnenwind. Die geladenen Teilchen des Sonnenwindes strömen auf die Erde zu, wer-
den aber durch ihr Magnetfeld abgelenkt. Die Teilchen können sich nicht mehr geradli-
nig ausbreiten, sondern müssen um die Erde herumströmen. Dadurch entsteht eine Art
Stromlinienkörper, der Magnetosphäre genannt wird. Abbildung 2.7 zeigt die heutige
Magnetosphäre.
Das Magnetfeld der Erde läßt sich näherungsweise mit einem Dipol beschreiben, der
gegenüber der Rotationsachse der Erde leicht geneigt ist. Auf der Tagseite, also der
sonnenzugewandten Seite, werden die Magnetfeldlinien durch den Sonnenwind ge-
staucht, während sie auf der Nachtseite gestreckt werden und somit den Magneto-
sphärenschweif bilden. In den sogenannten Cuspregionen am Nord- bzw. Südpol wer-
den die Feldlinien, die eigentlich der Tagseite angehören, auf die Nachtseite gebeugt.
Die Magnetopause stellt die Grenzfläche zwischen dem so verzerrten Erdmagnetfeld
und dem interplanetaren Magnetfeld dar. Ein weiterer Begriff, der später häufiger auf-
taucht, ist der subsolare Punkt. Dies ist der Schnittpunkt der Magnetopause mit der

Abbildung 2.7.: Stromsysteme in der Magnetosphäre (entnommen aus Glassmeier und Scho-
ler, 1991).
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gedachten Verbindungslinien zwischen Erde und Sonne.
Die Verzerrung des Magnetfeldes und somit die Form der Magnetosphäre entstehen
durch Wechselwirkung des Erdmagnetfeldes mit dem Sonnenwind, sowohl mit seinen
Teilchen, als auch seinen Feldern. Ein komplexes Stromsystem dient zur Beschreibung
der Phänomene und Sachverhalte, siehe hierzu z. B. Glassmeier und Scholer (1991),
Baumjohann und Treumann (1996).
In Abbildung 2.7 sind die wichtigsten Stromsysteme mit breiten Pfeilen angedeutet. Im
wesentlichen sind das die Chapman-Ferraro-Ströme, auch als Magnetopausenströme
bezeichnet, verursacht durch die Wechselwirkung des Sonnenwindes mit dem Erdma-
gnetfeld, die Schweifströme, die durch Plasmakonvektion im Schweif erzeugt werden,
der von gefangenen Teilchen getragene äquatoriale Ringstrom und die feldparallelen
Ströme als Verbindung zwischen Ionosphäre und Magnetosphäre.
Verzerrte Magnetfelder erzeugen nach dem Ampereschen Gesetz ∇ × B = µ0 j stets
elektrische Ströme, so auch auf der Tagseite der Magnetosphäre, wo die Magnet-
feldlinien der Erde durch den Sonnenwind komprimiert werden und Ursache für die
Chapman-Ferraro-Ströme sind. Man kann sich diese Ströme auch an Hand der Wech-
selwirkung zwischen Sonnenwindteilchen und dem Erdmagnetfeld verdeutlichen. Da-
zu stelle man sich vor, daß außerhalb der Magnetopause ein so schwaches Magnetfeld
herrscht, das die von der Sonne kommenden Teilchen nicht merklich ablenkt. Treffen
Teilchen einer bestimmten Energie auf die Magnetopause, wo ein wesentlich höhe-
res Magnetfeld herrscht, so fangen sie an zu gyrieren. Nach einer halben Gyration
erreichen sie wieder die Grenze zwischen interplanetarem Magnetfeld und Erdfeld,
verlassen die Magnetopause und bewegen sich gradlinig von der Erde weg. Während
der halben Gyration bewegen sich die Teilchen im Mittel in eine Richtung senkrecht
zum Sonnenwind und senkrecht zum Erdmagnetfeld. Diese Driftbewegung entspricht
den Chapman-Ferraro-Strömen, also den Magnetopausenströmen auf der sonnenzuge-
wandten Seite.
Die Chapman-Ferraro-Ströme gehen von der Tagseite über in die Schweifströme auf
der Nachtseite. Da die Schweifströme sowohl in der nördlichen, als auch in der süd-
lichen Hemisphäre in die gleiche Richtung fließen, müssen sie über einen weiteren
Strom geschlossen werden. Diese Aufgabe übernimmt der Neutralschichtstrom, der in
der Äquatorebene in die entgegengesetzte Richtung fließt. Schaut man von der Sonne
aus in Richtung des Schweifes, so erkennt man die Θ-förmige Struktur der Ströme im
Schweif.
Der Ringstrom fließt in der Äquatorebene in westlicher Richtung um die Erde her-
um. Sein Abstand zur Erde beträgt dabei ungefähr 4-6 Erdradien. Gebildet wird der
Ringstrom aus gefangenen Teilchen, vornehmlich aus Protonen mit einer Energie von
mehreren zehn Kiloelektronenvolt. Die Teilchen driften nicht nur in der Äquatorebe-
ne, sondern führen eine komplizierte Bewegung aus, die sich aus der Driftbewegung
in westlicher Richtung um die Erde herum, einer Bouncebewegung entlang der Feldli-
nien, die mehr oder weniger senkrecht zur Äquatorebene stehen, und einer Gyrations-
bewegung um die Feldlinien herum zusammensetzt.
Ein weiterer Stromkomplex sind die feldparallelen Ströme, die auch als Birkeland-
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ströme bezeichnet werden. Diese Ströme fließen entlang der Magnetfeldlinien von der
Magnetosphäre zu den polaren Regionen in die Ionosphäre. Unterschieden wird hier-
bei zwischen den polwärtigen Strömen, die aus der Magnetopause kommen, und den
äquatorwärtigen Strömen, die ihren Ursprung in der Plasmaschicht haben. In der Io-
nosphäre wird der Stromkreis durch die polaren Elektrojets geschlossen, in ost- und
westwärtiger Richtung sind das die Hallströme und in süd- und nordwärtiger Richtung
die Pedersenströme.

2.6. Magnetosphärenmodelle

Im Laufe der letzten 30 Jahre wurden unterschiedliche Modelle zur Beschreibung
des magnetosphärischen Magnetfeldes mit den unterschiedlichsten Zielsetzungen ent-
wickelt: zum einen Modelle, die das momentane Erdmagnetfeld möglichst gut be-
schreibt, zum anderen vielfältig verwendbare Modelle. Einen guten Überblick über die
bekanntesten Modell geben Jordan (1994) und Siscoe (2001). Einige dieser Modelle
sollen im folgenden kurz beschrieben werden. Gleichzeitig wird auch eine Einschät-
zung gegeben, inwiefern sich die einzelnen Modelle eignen, um Paläomagnetosphären
zu berechnen.

2.6.1. Magnetohydrodynamische Modelle

Eine gute Darstellung der Magnetosphären auf großen Skalen liefern die magnetohy-
drodynamischen (MHD) Simulationen. Mit großen Skalen sind zum einen zeitliche
Skalen größer als die Ionengyrationsperiode und zum anderen räumliche Skalen grö-
ßer als der Ionengyrationsradius gemeint.
In der Magnetohydrodynamik werden die Komponenten des Plasmas (Ionen und Elek-
tronen) als magnetisierte Flüssigkeit beschrieben. Die Dynamik dieses Systems wird
mathematisch durch die sogenannten MHD-Gleichungen wiedergegeben, zu denen die
Maxwellgleichungen, die Kontinuitäts-, Energie- und die Impulsgleichungen gehören.
Da diese gekoppelten Gleichungen hochgradig nicht linear sind, ist eine analytische
Lösung erschwert, in der Regel sogar unmöglich. Als Alternative bieten sich nume-
rische Simulationen an, wie sie Vogt et al. (2004) und Zieger et al. (2004) speziell
für paläomagnetosphärische Konfigurationen durchführen. Unterschiedliche physika-
lische Parameter sind in diesem Modell frei wählbar: auf der einen Seite das Magnet-
feld der Erde, welches durch Orientierung und Stärke des Dipols, bzw. Quadrupols
charakterisiert ist, auf der anderen Seite Parameter, die den Sonnenwind beschreiben,
wie Dichte und Geschwindigkeit des Sonnenwindes sowie Richtung und Stärke des
interplanetaren Magnetfeldes. Ausgehend von wohldefinierten Rand- und Anfangsbe-
dingungen, kann man die oben erwähnten MHD-Gleichungen an allen Punkten eines
vorgegebenen räumlichen Gitters numerisch lösen und damit in jedem dieser Punkte
das magnetische und elektrische Feld sowie Teilchendichte und -geschwindigkeit be-
stimmen. Aus diesen Angaben lassen sich nun Aussagen über Feldverteilungen und
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Stromsysteme gewinnen.
Der Vorteil von numerischen MHD-Simulationen ist, daß man komplexe Phänomene
gut und realistisch beschreiben und untersuchen kann, denn im Gegensatz zu analyti-
schen Lösungsmethoden muß man sich nicht auf Speziallfälle beschränken oder mit
genäherten Gleichungen zufriedengeben.
Der Nachteil ist der hohe Zeitaufwand für die Berechnung, besonders dann, wenn man
das Modell als Eingabe für weitere Berechnungen nutzen möchte, wie z. B. Bahnbe-
rechnung von Teilchen im Magnetfeld. Auch hat man bei den numerischen Simulatio-
nen die Feldwerte nicht an jedem beliebigen Ort zur Verfügung, sondern lediglich auf
den Gitterpunkten, wobei die Auflösung dieses Gitters stark von der Speicherkapazität
und Rechengeschwindigkeit des zur Verfügung stehenden Computers abhängt. So be-
trägt die Auflösung bei Zieger et al. (2004) nur etwa 0.5 Erdradien. Diese Auflösung
reicht aus, wenn man Teilchenbahnen im Schweif berechnen will, wo die Feldgradien-
ten nicht besonders groß sind. Anders ist es hingegen in erdnahen Gebieten, wo eine
wesentlich höhere Auflösung notwendig ist.
Aufgrund dieser Vor- und Nachteile eignen sich die numerischen Simulationen sehr
gut, um Felder und Stromsysteme in einer Paläomagnetosphäre zu untersuchen, aber
nicht, um diese Ergebnisse als Eingabe für die Berechnungen von Teilchenbahnen zu
benutzen.

2.6.2. Empirisches Magnetosphärenmodell

In empirischen Magnetosphärenmodellen wird das Magnetfeld mittels einer Parame-
terfunktion (z. B. eines Polynomansatzes) beschrieben, dessen Koeffizienten durch An-
passen des Modells an Satellitendaten gewonnen werden. Das innere Erdmagnetfeld
wird bei der Modellierung durch einen gegenüber der Erdrotationsachse geneigten Di-
pol repräsentiert. Die meisten Modelle berücksichtigen auch verschiedene Stromsy-
steme, bestehend aus Ringstrom, Magnetopausen- und Schweifströmen. Die Form der
Magnetopause wird nicht festvorgegeben, sondern ergibt sich empirisch.
Ein frühes Modelle geht auf Mead und Fairfield (1975) zurück. Allerdings werden
die Stromsysteme nicht einzeln modelliert, sondern durch ∇ × B = µ0 j nachträglich
berechnet.
Eins der umfangreichsten und besten empirischen Modelle entwickelte Tsyganenko
im Laufe der letzten Jahrzehnte. Tsyganenko und Usmanov (1982) setzen das magne-
tosphärische Magnetfeld aus den Beiträgen des Ringstromes, der Schweifströme und
der Chapman-Ferraro-Ströme zusammen. Für den Beitrag des Ringstromes und der
Schweifströme werden analytische Funktionen angesetzt, die sich als Rotation eines
Vektorpotentials A als B = ∇ × A schreiben lassen. Den magnetischen Beitrag der
Chapman-Ferraro-Ströme modelliert man, wie schon bei Mead und Fairfield (1975),
mittels eines Polynomansatzes, dessen Koeffizienten durch Satellitendaten bestimmt
werden. Tsyganenko (1987; 1989) verbessert dieses Modell, indem er ein komplexe-
res Modell für die Schweifströme und den Ringstrom verwendet. Außerdem werden
die Magnetopausenabmessungen nicht mehr explizit vorgegeben, sondern dynamisch
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durch Daten angepaßt. Neue Satellitendaten ermöglichen eine Überarbeitung des Po-
lynomansatz für die Chapman-Ferraro-Ströme. Später wurde die mathematische Be-
schreibung der einzelnen Teilsysteme von Grund auf erneuert (Tsyganenko, 2002),
zusätzlich werden die Birkelandströme integriert.
Olson und Pfitzer (1977) beschreiben in ihrem ersten Modell das magnetosphärische
Stromsystem, bestehend aus Ringstrom und Schweifströmen, die sich über die Chap-
man-Ferraro-Ströme schließen, mittels Leiterschleifen. Die Form der Magnetopause
wird hierbei fest vorgegeben, nachdem sie z. B. durch Satellitendaten empirisch be-
stimmt oder über das Druckgleichgewicht auf der Magnetopause berechnet wurde.
Das dynamische Magnetosphärenmodell von Olson und Pfitzer (1982) stellt eine Wei-
terentwicklung dieses Modells dar: Die Form und Größe der Magnetopause skalieren
mit der Sonnenaktivität.
Die neueren empirischen Modelle (z. B. Tsyganenko, 2002) sind sehr mächtige Werk-
zeuge, wenn man die heutige Erdmagnetosphäre darstellen möchte, weil sie unter an-
derem auf Satellitenbeobachtungen des realen Magnetfeldes beruhen. Durch die Vor-
gabe verschiedener Parameter lassen sich sowohl ruhige, als auch gestörte Zeiten des
Magnetfeldes in der Magnetosphäre beschreiben. Was als Vorteil dieser Modelle bei
der Beschreibung der Erdmagnetosphäre gilt, erscheint dann als Nachteil, wenn man
mittels dieser Modelle eine beliebige andere Magnetfeldkonfiguration, die sich we-
sentlich von der heutigen Erdmagnetosphäre unterscheidet, untersuchen möchte. Aus
diesem Grund sind empirische Modelle den Zwecken dieser Arbeit nicht dienlich. Das
Leiterschleifenmodell von Olson und Pfitzer (1977) bietet gute Möglichkeiten, um Pa-
rameterstudien zu betreiben, sofern die Stromsysteme in der Magnetopause bekannt
sind. Doch gibt es bislang wenig Kenntnis über Stromsysteme in beliebigen Dipol-
oder Quadrupolmagnetosphären. Auch rechentechnisch gesehen ist dieses Modell sehr
aufwendig.

2.6.3. Potentialtheoretische Modell

In den sogenannten potentialtheoretischen Modellen werden alle Magnetfelder durch
Potentiale beschrieben, so daß auf die Anpassung durch Satellitendaten verzichtet wer-
den kann. Das innere Magnetfeld der Erde Be wird durch einen Dipol im Zentrum
der Erde beschrieben, der in seiner Richtung und Stärke variiert werden kann. Die
Chapman-Ferraro-Ströme schirmen das innere Magnetfeld vom interplanetaren Ma-
gnetfeld ab, so daß im Falle einer abgeschlossenen Magnetosphäre die Normalkom-
ponente des Magnetfeldes auf der Magnetopause verschwindet. Statt nun die Ströme
zu modellieren und daraus das Magnetfeld zu berechnen, kann man ein zusätzliches
Magnetfeld konstruieren, das die obige Bedingung einer geschlossenen Magnetopause
erfüllt. Dieses zusätzliche Feld ist auch durch ein Potentialfeld darstellbar. Die Größe
und Form der Magnetopause wird in den meisten Modellen fest vorgegeben.
Sowohl Alexeev (1978) als auch Stern (1985) setzen für ihr jeweiliges Magnetosphä-
renmodell eine parabolische Geometrie an. Der Brennpunkt des Paraboloid befindet
sich zwischen der Erde und dem subsolaren Punkt. Die mathematische Beschreibung
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ist auf Grund der parabolischen Geometrie recht kompliziert. Einen mathematisch ein-
facheren Ansatz bieten hingegen Willis et al. (2000). Sie verwenden in ihrem Modell
eine sphärische Magnetosphäre, bei der die Erde im Zentrum der Magnetosphäre posi-
tioniert ist. Auch Romashchenko und Reshetnikov (2000) wählen eine sphärische Geo-
metrie, aber die Erde befindet sich hierbei nicht im Zentrum, sondern ist zur sonnenzu-
gewandten Seite verschoben. Voigt (1981) beschreibt die Magnetosphäre im Schweif
durch einen Zylinder, der auf der sonnenzugewandten Seite durch eine Halbkugel ab-
geschlossen ist. Die Erde ist dabei innerhalb der Halbkugel positioniert.
Die hier angesprochenen potentialtheoretischen Modelle mit ihren frei wählbaren phy-
sikalischen Parametern bieten sich für die Zwecke dieser Arbeit an. Der Vorteil des pa-
rabolischen Modells ist seine Geometrie, denn diese beschreibt die Form der Magneto-
sphäre sehr gut. Nachteil hingegen ist die komplexe mathematische Beschreibung, die
sich bei der Lösung der Laplacegleichung in parabolischen Koordinaten ergibt. Das
Modell von Willis et al. (2000) bietet den Vorteil, daß nicht nur Dipolfelder als inneres
Magnetfeld der Erde vorrausgesetzt werden können, sondern jedes beliebige Multipol-
feld. Unrealistisch hingegen ist die sphärische Geometrie. Lediglich auf der Tagseite,
also der sonnenzugewandten Seite, kann man dieses Modell für Untersuchung von Pa-
läomagnetosphären verwenden. Das Modell von Voigt (1981) bietet einen guten Kom-
promiß zwischen realistischer Beschreibung der Magnetosphärengeometrie und der
Komplexität der mathematischen Beschreibung. Da in den Untersuchungen in dieser
Arbeit sowohl das Modell von Willis et al. (2000) als auch von Voigt (1981) verwendet
wird, werden sie in den folgenden beiden Abschnitten näher erläutert.

2.6.3.1. Sphärisches Magnetosphärenmodell nach Willis

Willis et al. (2000) verwenden in ihrem Modell eine sphärische Magnetopause. Das
Magnetfeld innerhalb der Magnetosphäre setzt sich zusammen aus dem inneren Feld
der Erde und einem äußeren Feld, das so beschaffen ist, daß die Normalkomponente
des Gesamtfeldes auf der Magnetopause verschwindet.
Man verwendet hier keine selbstkonsistente Magnetopause, sondern gibt die Geome-
trie, wie sie in Abbildung 2.8 zu sehen ist, fest vor. Die Magnetopause, die die Ma-
gnetosphäre nach außen hin abgrenzt, wird durch eine konzentrische Kugel mit dem
Radius Rm beschrieben. Die Erde mit dem Radius Re < Rm befindet sich im Zentrum
dieser Kugel.
Das Magnetfeld wird durch Multipole bis zu einem beliebigen Grad N beschrieben,
die im Zentrum der Erde lokalisiert sind.
Auf Grund der kugelsymmetrischen Geometrie und der vereinfachten Annahme, daß
sich das Magnetfeld lediglich aus dem oben erwähnten inneren Anteil und einem äu-
ßeren Anteil zusammensetzt, der die abschirmende Wirkung der Chapman-Ferraro-
Ströme auf der Magnetopause beschreibt, aber alle weiteren Stromsysteme, wie Ring-
strom und Schweifströme, unberücksichtigt läßt, kann man das magnetosphärische
Magnetfeld leicht mathematisch umsetzen und auch schneller berechnen als im zylin-
drischen Modell von Voigt (1981). Interessant sind sphärische Magnetosphären dann,
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Abbildung 2.8.: Magnetosphärengeometrie nach Willis.

wenn man Effekte auf der Tagseite der Erde untersucht, ohne den Schweif und seine
Geometrie zu berücksichtigen oder wenn man Bahnen hochenergetischer Teilchen be-
rechnen möchte, die erst im erdnahen Feld, wo die Schweifgeometrie keine Rolle mehr
spielt, abgelenkt werden. Aus diesem Grund wird das Modell hier näher beschrieben
und eine kurze Herleitung, wie sie bei Willis et al. (2000) zu finden ist, gegeben.
Betrachtet wird eine statische Magnetosphäre, innerhalb der keine Ströme fließen. In
Kapitel 2.1 wurde bereits gezeigt, daß man unter diesen Annahmen das Magnetfeld
mittels eines skalaren Potentials (siehe Gleichung 2.3) beschreiben kann.
Unterteilt man das Magnetfeld in einen inneren Anteil Be und äußeren Anteil Bm, so
schreibt sich das Gesamtfeld als

B = Be + Bm = −µ0∇(Φe + Φm). (2.32)

Auf Grund der sphärischen Geometrie wird das innere Erdmagnetfeld durch eine Ku-
gelfunktionsentwicklung der Form

Φe =
Re

µ0

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

(Re

r

)n+1

(gm
n cos mλ + sin mλ)Pm

n (cosϑ) (2.33)

angesetzt, wie bereits in Kapitel 2.1 mit Gleichung (2.10) eingeführt wurde.
Für das äußere Magnetfeld kann unter den oben erwähnten Bedingungen ebenfalls ein
skalares Potential zu Beschreibung angesetzt werden, das sich in allgemeiner Form
schreiben läßt als

Φm =

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

[Am
n rn cos mλ + Bm

n rn sin mλ]Pm
n (cosϑ). (2.34)

Um die Koeffizienten Am
n und Bm

n zu bestimmen, nutzt man die Randbedingungen für
eine ideal leitende und abgeschlossene Magnetopause aus. Diese besagt, daß keine
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Feldlinien durch die Magnetopause dringen können. Somit muß die Normalkompo-
nente des Gesamtfeldes an dieser Stelle, also bei r = Rm, verschwinden.
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Da die Normalkomponente Br für alle ϑ- und λ-Werte verschwinden soll, müssen die
beiden Ausdrücke in den eckigen Klammern gleich Null sein. Somit ergibt sich für die
Koeffizienten Am

n und Bm
n zu
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Setzt man diese nun in die Ausganggleichung (2.34) ein, so ergibt sich für das skalare
Potential
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bzw. unter Verwendung der in den Gleichungen 2.11 eingeführten Koeffizienten cm
n

und λm
n

Φ =
Re

µ0

∞
∑

n=1

n
∑

m=0













1 +
n + 1

n

(

r
Rm

)2n+1










(Re

r

)n+1

cm
n cos m(λ−λm

n )Pm
n . (2.38)

Hierbei ist Pm
n = Pm

n (cosϑ). Die Magnetfeldkomponenten berechnen sich dann über
B = −µ0∇Φ wie folgt, wobei Re < r < Rs gilt:
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2.6.3.2. Zylindrisches Magnetosphärenmodell nach Voigt

Auch Voigt (1981) bietet mit seinem Modell einer zylindrischen Magnetosphäre einen
mathematisch einfacheren Ansatz als die parabolischen Modelle von Alexeev (1978)
oder Stern (1985), aber eine komplexere und realistischere Beschreibung als Wil-
lis et al. (2000). Dargestellt wird seine Magnetosphäre durch einen Zylinder auf der
Nachtseite, der auf der Tagseite durch eine Halbkugel abgeschlossen ist. Die Magne-
topause wird als nicht selbstkonsistent, sondern fest vorgegeben angenommen. Die
Erde befindet sich innerhalb der Halbkugel.
Das Magnetfeld in der Magnetosphäre setzt sich zusammen aus einem inneren und
äußeren Magnetfeld. Der innere Anteil, auch Hauptfeld genannt, läßt sich durch einen
Dipol im Zentrum der Erde beschreiben. Der äußere Anteil hingegen wird durch ver-
schiedene Ströme hervorgerufen. Der Erde am nächsten befindet sich der äquatoriale
Ringstrom. In erster Näherung kann das Magnetfeld des Ringstromes im Außenraum
durch ein Dipolfeld beschrieben werden, und es bedarf somit nicht einer gesonderten
Modellierung. Auf der Magnetopause fließen die Chapman-Ferraro-Ströme, die das
Erdmagnetfeld nach außen hin abschirmen. Statt die Magnetopausenströme zu model-
lieren und daraus das Magnetfeld zu bestimmen, wird lediglich der Effekt der Ströme
betrachtet und versucht, diesen zu beschreiben. Dies geschieht ebenso wie bei dem
sphärischen Modell von Willis, indem ein zweites Magnetfeld so konstruiert wird, daß
keine Magnetfeldlinien durch die Magnetopause dringen. Anstatt die Schweifströme
durch ein komplexes Stromsystem zu beschreiben und daraus das Magnetfeld zu be-
stimmen, werden die Feldlinien nur entsprechend in Richtung des Schweifes gestreckt.
In der sogenannten offenen Magnetosphäre kommen noch Einflüsse des interplaneta-
ren Magnetfeldes hinzu.
Mehrere voneinander unabhängige physikalische Parameter lassen sich in diesem Mo-
dell variieren. Das innere Magnetfeld wird durch einen Dipol im Zentrum der Erde
bestimmt, dessen Stärke und Neigungswinkel gegenüber der Rotationsachse der Erde
frei wählbar sind. Da keine selbstkonsistente Magnetopause angesetzt wird, muß die
Geometrie der Magnetosphäre mittels der Standoffdistanz, also dem Abstand der Erde
zum subsolaren Punkt, und dem Radius des Schweifes bei ungefähr zehn Erdradien
vorgeben werden. Die Beschaffenheit des Schweifes kann mittels eines sogenannten
Streckparameters variiert werden zwischen dem Vakuumfall ohne Plasma und dem
Fall einer Harris-Schicht. Dieser Parameter bestimmt, wie stark die Magnetfeldlinien
im Schweif gestreckt werden. Eine weitere Möglichkeit besteht darin, die Magneto-
pause durchlässig zu machen, d. h. ein bestimmter Anteil der Feldlinien kann von ei-
ner Seite der Magnetopause auf die andere dringen. Die jeweilige Durchdringrate und
auch Richtung und Stärke des interplanetaren Magnetfeldes können gewählt werden.
Da die zylindrische Form dieses Magnetosphärenmodells eine plausible Näherung an
die wirkliche Form einer Magnetosphäre ist und sich zudem die physikalischen Mo-
dellparameter unabhängig voneinander einstellen lassen, soll in Kapitel 3 das Modell
zum einen näher beschrieben und zum anderen für parametrische Studien erweitert
werden. Ein weiterer Vorteil dieses Modells ist, daß es sich einer recht unkomplizier-
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2. Das Magnetfeld der Erde

ten mathematischen Beschreibung bedient, die sich auch rechentechnisch schnell um-
setzen läßt. Somit kann man innerhalb kurzer Zeit das Magnetfeld an vielen verschie-
denen Orten bestimmen, was z. B. bei der Berechnung von Teilchenbahnen notwendig
ist. Kapitel 4 und 5 zeigen einige Anwendungen dieses Modells, wie z. B. Feldlinien
verschiedener Magnetfeldkonfigurationen oder Teilchenbahnen.
Das Voigtsche Modelle wurde nicht nur erfolgreich für die Erdmagnetosphäre verwen-
det (Voigt, 1981; Hilmer und Voigt, 1995), sondern auch zur Beschreibung der ma-
gnetosphärischen Magnetfelder anderer Planeten, wie Merkur (Grosser et al., 2004),
Neptun (Voigt und Ness, 1990) und Uranus (Voigt et al., 1987).
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3. Erweiterung des Voigtschen
Magnetosphärenmodells

Im vorangegangen Kapitel wurden verschiedene Magnetosphärenmodelle vorgestellt
und es wurde diskutiert, inwiefern sie sich für parametrische Studien eignen. Als po-
tentialtheoretisches Modell bietet das Modell von Voigt (1981) die Möglichkeit, auch
Magnetfeldkonfigurationen zu untersuchen, die deutlich von der heutigen Situation
abweichen. Denn die Parameter, die die Geometrie der Magnetosphäre und das inne-
re Erdmagnetfeld bestimmen, sind frei wählbar. Auch läßt sich das Modell rechen-
technisch einfach umsetzen. Um mehr Möglichkeiten zur Modellierung des inneren
Erdfeldes zu haben, soll das Voigtsche Modell, das lediglich einen Dipolanteil berück-
sichtigt, um einen Quadrupolterm erweitert werden. Die Modellierungsidee und die
meisten Ansätze sind aus Voigt (1981) übernommen.

3.1. Koordinatensystem und Geometrie der
Modellmagnetosphäre

Die Geometrie der Magnetopause wird in diesem potentialtheoretischen Modell fest
vorgegeben, so wie in Abbildung 3.1 zu sehen ist. Die Form der Magnetosphäre wird
auf der Nachtseite durch einen halbunendlichen Zylinder mit dem Radius Rm darge-
stellt, der auf der Tagseite durch eine Halbkugel mit demselben Radius Rm abgeschlos-
sen wird.
Die Erde mit dem Radius Re ist innerhalb der Halbkugel lokalisiert, d. h. die Stan-
doffdistanz Rs ist kleiner als Rm. Zur mathematischen Beschreibung wird ein weiterer
Abstand b eingeführt mit b = Rm − Rs, der die Strecke von der Erde zum Mittelpunkt
der Halbkugel wiedergibt.
Zur Herleitung und Berechnung des Magnetfeldes innerhalb der Magnetosphäre wer-
den zwei verschiedene Koordinatensysteme verwendet, die beide in Abbildung 3.1
dargestellt sind. Im GSE-System (Geocentric Solar Eclyptic) befindet sich die Erde im
Ursprung des Koordinatensystem. Die x-Achse zeigt in Richtung Sonne. Die Ekliptik
der Erde wird durch die x- und y-Achse aufgespannt. Die z-Achse ist dann senkrecht
zu den anderen beiden Achsen. Auf Grund der zweigeteilten Geometrie der Magne-
tosphäre in Halbkugel und Zylinder wird das Modellierungskoordinatensystem, kurz
M-System genannt, eingeführt. In diesem befindet sich der Mittelpunkt der Halbkugel
im Ursprung des Koordinatensystems und zwar genau im Zentrum der Schnittfläche
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Magnetosphäre

Erde
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Abbildung 3.1.: Magnetosphärengeometrie nach Voigt.

zwischen Halbkugel und Zylinder. Die z-Achse zeigt in Schweifrichtung. Die Ekliptik
wird in diesem Fall durch die z- und y-Achse aufgespannt. Die x-Achse steht senkrecht
zu anderen beiden Achsen. Damit beschreibt z < 0 die Kugel und z > 0 den Zylin-
der. Durch diese Wahl des Koordinatensystems beschränken sich beide geometrische
Figuren auf jeweils einen Halbraum, was viele Rechnungen vereinfacht.
Die Transformation zwischen den beiden Koordinatensystemen ist gegeben durch:

xgse = −(z + b), ygse = y, zgse = x, (3.1)

wobei die mit „gse“ indizierten Größen die Koordinaten im GSE-System und die nicht
indizierten die Koordinaten im M-System sind.
Des weiteren werden sphärische Koordinaten auf der Tagseite, d. h. in der Halbkugel,
und Zylinderkoordinaten auf der Schweifseite im Zylinder verwendet. Die Transfor-
mation zwischen den kartesischen, sphärischen und zylindrischen Koordinaten sind in
Anhang A.1 zu finden.

3.2. Modellannahmen und Modellierungsstrategie

Da sich das Magnetfeld nicht in allen Einzelheiten analytisch beschreiben läßt, müssen
Annahmen und Näherungen gemacht werden.
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3.2. Modellannahmen und Modellierungsstrategie

Das Magnetfeld in der Magnetosphäre setzt sich bei Voigt (1981) aus verschiedenen
Anteilen zusammen:

• dem Hauptfeld Be der Erde,

• dem Feld Brc des äquatorialen Ringstromes,

• den Felder Bcfi und Bcfa der Chapman-Ferraro-Ströme,

• dem Feld B j der Schweifströme und

• den Einflüssen Bimf des interplanetaren Magnetfeldes (IMF).

Für das Hauptfeld Be der Erde wird eine Multipolentwicklung angesetzt. Voigt (1981)
beschränkt sich dabei auf einen Dipol. In dieser Arbeit setzt sich das Erdfeld aus Dipol
und Quadrupol zusammen; ein Ansatz für die Hinzunahme von weiteren Multipolter-
men wird in Abschnitt 3.10 gegeben. Sowohl Dipol als auch Quadrupol befinden sich
im Zentrum der Erde und sind in Stärke und Richtung frei wählbar.
Den Ringstrom kann man in erster Näherung im Fernfeld als Dipol modellieren. Nach
dem Biot-Savart-Gesetz läßt sich das Magnetfeld Brc einer Leiterschleife mit dem Ra-
dius a oder eines Ringstromes im Abstand r in der Ebene der Leiterschleife darstellen
durch

Brc = −
µ0

2
Ia2

r3
= − µ0

4π
2πIa2

r3
=: − µ0

4π
mrc

r3
. (3.2)

Hierbei ist I die Stromstärke. Außerhalb des Ringstromes entspricht dieses Magnetfeld
genau dem Feld in der Äquatorebene eines magnetischen Dipolmoments mrc = 2πIa2.
Um nicht das Haupt- und das Ringstromfeld mit zwei Termen in die Rechnung einge-
henzulassen, arbeitet man stattdessen mit einem modifizierten Dipolmoment m + mrc

für das Hauptfeld, so daß Brc nicht als eigener Term auftritt (Voigt, 1981; Stern, 1985).
Durch die Chapman-Ferraro-Ströme wird das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphä-
re, das sich aus dem Hauptfeld der Erde Be und dem Feld der Schweifströme B j zu-
sammensetzt, vom interplanetaren Magnetfeld Bimf außerhalb der Magnetosphäre ge-
trennt. Das von den Chapman-Ferraro-Strömen erzeugte Magnetfeld wird zum einen
durch das Feld Bcfi innerhalb der Magnetosphäre und zum anderen durch das Feld Bcfa
außerhalb der Magnetosphäre beschrieben. Bei einer geschlossenen Magnetosphäre
dringen keine Magnetfeldlinien durch die Magnetopause hindurch. Mathematisch be-
deutet dies, daß die Normalkomponente des Magnetfeldes auf der Magnetosphäre ver-
schwinden muß. Dabei schirmt Bcfi das innere Magnetfeld und Bcfa das interplanetare
Magnetfeld ab, so daß beide nicht durch die Magnetopause dringen können. Beide
Magnetfelder Bcfi und Bcfa lassen sich als Potentialfelder darstellen.
Bei Voigt (1981) wird das Magnetfeld B j der Schweifströme auf der Nachtseite, d.
h. im Zylinder nicht durch ein komplexes Stromsystem beschrieben, sondern es wird
versucht, den Effekt, den diese Ströme hervorrufen, zu modellieren. Dies geschieht,
indem man die Magnetfeldlinien auf der Nachtseite in Richtung des Schweifes streckt.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Bei einer ideal abgeschlossenen Magnetosphäre treten keine Magnetfeldlinien durch
die Magnetopause hindurch. Ist sie hingegen nicht abgeschlossen, so dringt ein be-
stimmter Anteil ci des inneren Magnetosphärenfeldes nach außen und ebenso ein be-
stimmter Anteil ca des interplanetaren Magnetfeldes nach innen durch die Magneto-
pause hindurch. Dies ist eine sehr vereinfachte Betrachtungsweise, um die Rekonnexi-
on von Feldlinien zu modellieren. Zunächst wird das Magnetfeld einer geschlossenen
Magnetosphäre berechnet. Durch unterschiedliche Gewichtung der einzelnen Felder
innerhalb und außerhalb der Magnetosphäre läßt sich dann eine offene Magnetosphäre
darstellen.

Zusammengefaßt ergibt sich für das Magnetfeld Bin innerhalb der Magnetosphäre und
Bex außerhalb der Magnetosphäre (Voigt, 1981):

Bin = Be + B j + (1 − ci) Bcfi + ca Bimf, (3.3a)

Bex = Bimf + (1 − ca) Bcfa + ci( Be + B j). (3.3b)

Die Strategie der Modellierung ist folgende: Es werden nur statische Prozesse betrach-
tet. Dabei sollen innerhalb des Modellierungsgebietes keine Ströme fließen. Das heißt
also, daß alle Magnetfelder sich aus skalaren Potentialen herleiten lassen. Gesucht
wird, wie bereits in Abschnitt 2.1 gezeigt, eine Lösung der Laplacegleichung∇2 B = 0,
diesmal allerdings in einer sphärisch-zylindrischen Geometrie und unter Berücksich-
tigung einiger Randbedingungen. Die zweigeteilte Geometrie der Magnetosphäre be-
dingt, daß die Lösungen für das Magnetfeld in der Halbkugel und dem Zylinder ge-
trennt berechnet werden. Folgende Randbedingungen müssen beachtet werden:

• Mit Ausnahme des Erdmittelpunktes müssen die Felder überall endlich sein und
sollen mit zunehmender Entfernung von der Erde kleiner werden, so daß sie im
Unendlichen verschwinden:

B(rgse > 0) < ∞, (3.4)

B(rgse → ∞) = 0. (3.5)

Letztere Bedingung ist nur für den offenen Schweif relevant, weil in alle anderen
Richtungen der Betrachtungsraum durch die Magnetopause begrenzt und damit
endlich ist.

• Das Magnetfeld soll für eine geschlossene Magnetosphäre berechnet werden, so
daß auf der Magnetopause keine Normalkomponente des Gesamtmagnetfeldes
existiert:

n̂ · ( Bcfi+ Be + B j) = 0 innerhalb der Magnetosphäre, (3.6a)

n̂ · ( Bcfa + Bimf) = 0 außerhalb der Magnetosphäre. (3.6b)
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3.3. Inneres Magnetfeld der Erde

• Da die Berechnung des Magnetfeldes in Halbkugel und Zylinder getrennt er-
folgt, muß an der Schnittebene zwischen beiden geometrischen Körpern, also
bei z = 0, das Magnetfeld stetig ein:

BHalbkugel (z = 0) = BZylinder (z = 0). (3.7)

Der Lösungsansatz für die Laplacegleichung kann über das Seperationsverfah-
ren gefunden werden. Die Laplacegleichung ist entweder in zylindrischen oder
in sphärischen Koordinaten separierbar, nicht aber in beiden Koordinatensyste-
men gleichzeitig. Daraus ergibt sich, daß die z-Komponente des Feldes in M-
Koordinaten nicht stetig ist. Als abgeschwächte Randbedingung wird deshalb
zunächst gefordert, daß an der Schnittebene zwischen Halbkugel und Zylinder
das skalare Potential statt des Magnetfeldes stetig sein muß.

uHalbkugel (z = 0) = uZylinder (z = 0) (3.8)

Hieraus ergibt sich automatisch auch die Stetigkeit der x- und y-Komponenten
des Feldes. Um auch eine Stetigkeit der z-Komponente zu erhalten, wird ein ite-
rativer Prozeß verwendet, der sämtliche Entwicklungskoeffizienten „verbessert“.

Vorgegeben wird das innere Magnetfeld Be der Erde (Abschnitt 3.3) und das interpla-
netare Magnetfeld Bimf. Als erstes wird das Magnetfeld innerhalb und außerhalb der
Halbkugel berechnet. Die abschirmenden Magnetfelder Bcfi und Bcfa der Chapman-
Ferraro-Ströme werden über ein skalares Potential angesetzt, welches durch eine Ku-
gelfunktionsentwicklung ausgedrückt werden kann. Um die Koeffizienten dieser Ent-
wicklungen zu bestimmen, werden die Randbedingungen aus den Gleichungen (3.6a)
und (3.6b) ausgenutzt (siehe Abschnitt 3.4). Zweiter Schritt ist dann die Berechnung
des Magnetfeldes im Zylinder. Auf Grund der dortigen Geometrie wird ein Bessel-
funktionsansatz gewählt, der die Randbedingungen einer geschlossenen Magnetosphä-
re bereits erfüllt. Um nun die Koeffizienten dieses Ansatzes zu bestimmen, wird die
Stetigkeit des Potentials an der Schnittebene bei z = 0 verwendet (Abschnitt 3.5). Als
letztes werden die Koeffizienten optimiert, damit auch die Stetigkeit des Magnetfeldes
gewährleistet ist (Abschnitt 3.8).

3.3. Inneres Magnetfeld der Erde

Nach den Überlegungen der Abschnitte 2.1 und 3.2 läßt sich das innere Magnetfeld
Be der Erde durch den Gradienten eines skalaren Potentials ue darstellen:

Be = −µ0∇ue mit ∇2ue = 0. (3.9)

In dieser Arbeit wird als Ansatz für das Potential ue der Erde eine Überlagerung ei-
nes Dipolpotentials ud und eines Quadrupolpotentials uq verwendet, wie sie bereits in
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Kapitel 2.1 eingeführt wurden:

ud =
1

4π

m · rgse

r3
gse

und uq =
1

8π

rT
gse Q rgse

r5
gse

. (3.10)

Da sämtliche Berechnungen im M-Koordinatensystem durchgeführt werden, müssen
die in Gleichung (3.10) angeführten Potentiale von GSE- in M-Koordinaten transfor-
miert werden. Hierbei werden aber nur die Ortsvektoren rgse transformiert, nicht aber
die Multipolmomente m und Q. Diese werden in der gesamten Arbeit stets in GSE-

Koordinaten verwendet, obwohl sie keinen entsprechenden Index tragen.

Dipolmoment
Dipolpotential in kartesischen GSE-Koordinaten:

ud =
m · rgse

4πr3
gse

=
mxxgse + myygse + mzzgse

4π(x2
gse + y2

gse + z2
gse)3/2

(3.11)

Umrechnung in M-Koordinaten mittels Gleichung (3.1):

ud =
−mx(z + b) + myy + mzx

4π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]3/2

(3.12)

Quadrupolmoment
Quadrupolpotential in kartesischen GSE-Koordinaten ( Q ist symmetrisch und es gilt

Spur(Q)=0):

uq =

rT
gse Q rgse

8πr5
gse

=
Qxx x2

gse + Qyyy2
gse − (Qxx + Qyy)z2

gse

8π(x2
gse + y2

gse + z2
gse)5/2

+
2Qxy xgseygse + 2Qxzxgsezgse + 2Qyzygsezgse

8π(x2
gse + y2

gse + z2
gse)5/2

(3.13)

Umrechnung in M-Koordinaten mittels Gleichung (3.1):

uq =
Qxx(z + b)2 + Qyyy2 − (Qxx + Qyy)x2

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

−
2Qxy(z + b)y − 2Qxz(z + b)x + 2Qyzyx

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

(3.14)

Für das Gesamtpotential ue und das Magnetfeld Be ergeben sich dann in kartesischen
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Koordinaten:

ue =
−mx(z + b) + myy + mzx

4π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]3/2

+
Qxx(z + b)2 + Qyyy2 − (Qxx + Qyy)x2

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

+
−2Qxy(z + b)y − 2Qxz(z + b)x + 2Qyzyx

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

. (3.15)

Inneres Erdmagnetfeld: Be = −µ0∇ue = −µ0∇(ud + uq)

Be,x = −
µ0

4π

(

mz

r3
−

3xad

r5

−
(Qxx + Qyy)x + Qxz(z + b) − Qyzy

r5
−

5xaq

2r7

)

(3.16a)

Be,y = −
µ0

4π

(

my

r3
− 3yad

r5

+
Qyyy − Qxy(z + b) + Qyzx

r5
−

5yaq

2r7

)

(3.16b)

Be,z = −
µ0

4π

(

−mx

r3
− 3(z + b)ad

r5

+
Qxx(z + b) − Qxyy − Qxz x

r5
−

5(z + b)aq

2r7

)

(3.16c)

mit r =
√

(z + b)2 + y2 + x2,

ad = −mx(z + b) + myy + mzx,

aq = Qxx(z + b)2 + Qyyy
2 − (Qxx + Qyy)x2

− 2Qxy(z + b)y − 2Qxz(z + b)x + 2Qyzxy

3.4. Magnetfeld in der Halbkugel

Um das Magnetfeld in der Halbkugel zu berechnen, werden sphärische Koordinaten
verwendet, wie sie in Abschnitt 3.1 und A.1 eingeführt worden sind.
Das Magnetfeld in der Halbkugel besteht aus dem inneren Feld Be der Erde, das bereits
im vorangegangenen Abschnitt 3.3 berechnet wurde, und dem Feld Bcfi der Chapman-
Ferraro-Ströme. Das Magnetfeld B j der Schweifströme wird zunächst weggelassen
und erst in Abschnitt 3.6 hinzugenommen.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Da die Chapman-Ferraro-Ströme an sich in diesem Magnetosphärenmodell nicht wei-
ter von Interesse sind, soll lediglich das Magnetfeld, das diese Ströme erzeugen, mo-
delliert werden. Die Idee dieser Modellierung ist folgende: Auf der festvorgegebenen
Magnetopause wird die Verteilung der Normalkomponente des inneren Feldes Be be-
rechnet. Um die Randbedingung (3.6a) zu erfüllen, wird ein zusätzliches Magnetfeld,
nämlich das Feld der Chapman-Ferraro-Ströme Bcfi, eingeführt, das so konstruiert ist,
daß die Normalkomponente des gesamten Magnetfeldes B = Be + Bcfi auf der Ma-
gnetopause verschwindet.
Da die Magnetopause als infinitesimal dünn angesehen wird und die Chapman-Fer-
raro-Ströme nur dort lokalisiert sind, während außerhalb dieser Schicht keine Strö-
me fließen sollen, kann das aus den Strömen resultierende Magnetfeld mittels eines
skalaren Potentials dargestellt werden.
Aufgrund der sphärischen Geometrie der Magnetopause auf der Tagseite wählt man für
das Potential des Magnetfeldes, das durch die Chapman-Ferraroströme erzeugt wird,
eine Entwicklung nach Kugelflächenfunktionen, bei der die Quellen des Feldes außer-
halb einer Kugel mit dem Radius Rm liegen (Voigt, 1981):

ucfi=
1
µ0

∞
∑

n=1

n
∑

k=0

1
n

rn

Rn−1
m

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ)Pk
n(cosϑ), für r < Rm. (3.17)

Das Potential wird so angesetzt, daß die Koeffizienten ak
n und bk

n die Einheit nT haben.
Um diese Koeffizienten zu bestimmen, verwendet man die Randbedingungen (3.6a),
die besagen, daß auf der Magnetopause bei r = Rm die Normalkomponente des Feldes
verschwinden muß. In sphärischer Geometrie entspricht die Normalkomponente n̂ · B
der radialen Komponente Br. Demnach ist:

n̂ · ( Be + Bcfi) = Be,r + Bcfi,r= 0 ⇒ Be,r = −Bcfi,r= µ0
∂

∂r
ucfi. (3.18)

Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man aus der Ableitung des Ansatzes (3.17)
nach der Radialkomponente r:

µ0
∂

∂r
ucfi=

∞
∑

n=1

n
∑

k=0

n
n

rn−1

Rn−1
m

∣

∣

∣

∣

r=Rm

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ)Pm
n (cosϑ),

=

∞
∑

n=1

n
∑

k=0

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ)Pm
n (cosϑ). (3.19)

Um die linke Seite der Randbedingung (3.18) zu berechnen, wird das Potential ue des
inneren Magnetfeldes der Erde in kartesische Koordinaten umgewandelt, um daraus
die Radialkomponente des Magnetfeldes zu bestimmen. Ausgangspunkt ist also das
Potential in Gleichung (3.15), das mittels der Transformation (A.1) in sphärische Koor-
dinaten überführt wird. Die anschließenden Umformungen werden unter Ausnutzung
der erzeugenden Funktion gemacht. Die Transformation wird für Dipol und Quadrupol
getrennt durchgeführt.
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Das Potential ud für den Dipol ergibt sich somit aus Gleichung (3.12):

ud
(3.12)
=
−mx(z + b) + myy + mzx

4π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]3/2

(A.1)
=

−mx(r cosϑ + b) + myr sinϑ sin λ + mzr sinϑ cos λ

4π
[

(r cosϑ + b)2 + r2 sin2 ϑ sin2 λ + r2 sin2 ϑ cos2 λ
]3/2

= −
mx

4πr2

( b
r + cosϑ)

[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]3/2

+
(my sinλ + mz cos λ)

4πr2

sinϑ
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]3/2

(∗)
= − mx

4πr2

∞
∑

n=1

n

(

−b
r

)n−1

P0
n(cosϑ)

+
(my sinλ + mz cos λ)

4πr2

∞
∑

n=1

(

−b
r

)n−1

P1
n(cosϑ)

=
1

4πb2

∞
∑

n=1

(

−
b
r

)n+1
[

−mxnP0
n(cosϑ) + (my sin λ + mz cos λ)P1

n(cosϑ)
]

=:
1

4πb2

∞
∑

n=1

(

−b
r

)n+1
[

−n f1P0
n(cosϑ) + f2P1

n(cosϑ)
]

, r > b. (3.20)

Bei der mit (∗) gekennzeichneten Umformung wurden die Ableitungen der erzeu-
genden Funktion (A.25) und (A.26) verwendet. Siehe hierzu im Anhang den Ab-
schnitt A.2.2. Man beachte, daß es sich hierbei um unnormierte Kugelfunktionen Pm

n

handelt und nicht wie in der Geophysik üblich um Kugelfunktionen in der Schmidt-
schen Normierung. Begründet ist diese Wahl der Normierung in den verwendeten Ab-
leitungen der erzeugenden Funktionen, die sich nur für unnormierte Kugelfunktionen
ohne zusätzliche Faktoren in der angegebenen Form schreiben lassen. Gleiches gilt für
die Kugelfunktionen, die bei der nachfolgenden Beschreibung des Quadrupolpotenti-
als auftreten.
Das Potential ue in sphärischen Koordinaten, wie es in Gleichung (3.20) berechnet
wurde, ist nur gültig für r > b. Grund hierfür ist der mit (∗) gekennzeichneten Umfor-
mungsschritt, der sich nur durchführen läßt, wenn b

r < 1. Hierbei sei auf die Definition
der erzeugenden Funktion in Gleichung (A.24) verwiesen.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Für die Umrechnungen des Potential uq für den Quadrupol geht man von der Glei-
chung (3.14) aus:

uq
(3.14)
=

Qxx(z + b)2 + Qyyy2 − (Qxx + Qyy)x2

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

+
−2Qxy(z + b)y − 2Qxz(z + b)x + 2Qyzyx

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

(A.1)
=

Qxx(r cosϑ + b)2 + Qyyr2 sin2 ϑ sin2 λ − (Qxx + Qyy)r2 sin2 ϑ cos2 λ

8πr5
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

+
−2Qxy(r cosϑ + b)r sinϑ sin λ − 2Qxz(r cosϑ + b)r sinϑ cos λ

8πr5
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

+
2Qyzr2 sin2 ϑ cos λ sin λ

8πr5
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

=
Qxx(cos2 ϑ+( b

r )2+2 b
r cosϑ) + Qyy sin2 ϑ sin2 λ − (Qxx+Qyy) sin2 ϑ cos2 λ

8πr3
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

+
−2(Qxy sin λ + Qxz cos λ)( b

r + cosϑ) sinϑ + 2Qyz sin2 ϑ cos λ sinλ

8πr3
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

(∗∗)
=

Qxx

8πr3
·

1 +
(

b
r

)2
+ 2 b

r cosϑ − 1
2 sin2 ϑ

[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

−
2(Qxy sin λ + Qxz cos λ)

8πr3
·

( b
r + cosϑ) sinϑ

[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

−
( 1

2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

8πr3
· sin2 ϑ
[

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ
]5/2

(∗)
=

Qxx

8πr3
·

1
2

∞
∑

n=1

n(n − 1)

(

−
b
r

)n−2

P0
n(cosϑ)

−
2(Qxy sin λ + Qxz cos λ)

8πr3
·

1
3

∞
∑

n=1

(n − 1)

(

−
b
r

)n−2

P1
n(cosϑ)

−
( 1

2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

8πr3
· 1

3

∞
∑

n=1

(

−b
r

)n−2

P2
n(cosϑ)

=
1

24πb3

∞
∑

n=1

(

−
b
r

)n+1 {

− 3
2 Qxxn(n − 1) P0

n(cosϑ)

+ 2(Qxz cos λ + Qxy sin λ)(n − 1) P1
n(cosϑ)

+
[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

]

P2
n(cosϑ)

}

, r > b. (3.21)
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3.4. Magnetfeld in der Halbkugel

In der mit (**) gekennzeichneten Umformung wurden die trigonometrischen Bezie-
hungen cos2 x = 1

2 (1−cos 2x), sin2 x = 1
2 (1+cos 2x) und cos x sin x = 1

2 sin 2x benutzt.
Bei der mit (∗) gekennzeichneten Umformung wurden wieder die Ableitungen der er-
zeugenden Funktion (A.25), (A.27) und (A.29) verwendet.

In sphärischen Koordinaten ergibt sich dann für das gesamte Potential ue

ue = −
1

4πb2

∞
∑

n=1

(

−b
r

)n+1 {

−n(mx +
n−1
4b Qxx) P0

n(cosϑ)

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cos λ + (my +

n−1
3b Qxy) sin λ

]

P1
n(cosϑ)

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

]

P2
n(cosϑ)

}

(3.22)

und die daraus resultierende Radialkomponente des Magnetfeldes Be,r

Be,r = −
µ0

4πb3

∞
∑

n=1

(n + 1)

(

−b
r

)n+2 {

−n(mx +
n−1
4b Qxx) P0

n(cosϑ)

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cos λ + (my +

n−1
3b Qxy) sinλ

]

P1
n(cosϑ)

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

]

P2
n(cosϑ)

}

(3.23)

Die Koeffizienten ak
n und bk

n lassen sich nun durch einen Koeffizientenvergleich be-
stimmen, indem man die Gleichungen (3.19) und (3.23) in die Randbedingung (3.18)
einsetzt, so daß man folgenden Ausdruck für das magnetische Potential der Chapman-
Ferraro-Ströme innerhalb der Magnetosphäre erhält:

ucfi=
1

4πb2

∞
∑

n=1

n + 1
n

(

−
b

Rm

)n+1 (

r
Rm

)n {

− n(mx +
n−1
4b Qxx) P0

n(cosϑ)

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cos λ + (my +

n−1
3b Qxy) sinλ

]

P1
n(cosϑ)

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

]

P2
n(cosϑ)

}

. (3.24)

47



3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Unter Verwendung von Bcfi = −µ0∇ucfi lassen sich nun die Magnetfeldkomponenten
innerhalb der Magnetosphäre bestimmen:

Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Ströme in der Halbkugel:

Bcfi,r=
µ0

4πb3

∞
∑

n=1

(n + 1)

(

− b
Rm

)n+2 (

r
Rm

)n−1 {

− n(mx +
n−1
4b Qxx) P0

n(cosϑ))

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cos λ + (my +

n−1
3b Qxy) sin λ

]

P1
n(cosϑ)

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

]

P2
n(cosϑ)

}

(3.25a)

Bcfi,ϑ=
µ0

4πb3

∞
∑

n=1

n + 1
n

(

− b
Rm

)n+2 (

r
Rm

)n−1 {

− n(mx +
n−1
4b Qxx)

∂P0
n(cosϑ)
∂ϑ

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cos λ + (my +

n−1
3b Qxy) sin λ

] ∂P1
n(cosϑ)

∂ϑ

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

] ∂P2
n(cosϑ)
∂ϑ

}

(3.25b)

Bcfi,λ=
µ0

4πb3

∞
∑

n=1

n + 1
n

(

−
b

Rm

)n+2 (

r
Rm

)n−1 {

+
[

−(mz +
n−1
3b Qxz) sin λ + (my +

n−1
3b Qxy) cos λ

] P1
n(cosϑ)

sinϑ

+ 1
3b

[

−( 1
2 Qxx + Qyy) sin 2λ − Qyz cos 2λ

] P2
n(cosϑ)

sinϑ

}

(3.25c)

3.5. Magnetfeld im Zylinder

Im folgenden werden die Felder im Schweif berechnet. Hierzu werden Zylinderkoor-
dinaten verwendet, wie sie im Anhang in Abschnitt A.1 eingeführt werden.
Das Magnetfeld im Zylinder setzt sich aus dem Hauptfeld Be der Erde, dem Feld Bcfi
der Chapman-Ferraro-Ströme und dem Magnetfeld B j der Schweifströme zusammen.
Zunächst soll lediglich das sogenannte Vakuumfeld bestimmt werden, in dem keine
Schweifströme existieren. In Abschnitt 3.6 wird das Vakuumfeld dann um den Effekt
der Schweifströme erweitert. Somit gilt für das Potential des Vakuumfeldes:

uv = ue + ucfi. (3.26)
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3.5. Magnetfeld im Zylinder

Das Dipol-Quadrupol-Potential ue wird genauso angesetzt wie auch bei der Lösung für
die Halbkugel. Das Potential der Chapman-Ferraro-Ströme hingegen muß neu berech-
net werden, denn die Randbedingung (3.6a)

n̂ · B = −µ0
∂

∂ρ
u = −µ0

∂

∂ρ
(ue + ucfi) = 0 für ρ = Rm (3.27)

gilt nun statt auf einer Kugeloberfläche auf einem Zylindermantel. Auch hier müssen
auch die Randbedingungen (3.5), (3.4) und (3.7) bzw. die abgeschwächte Form (3.8)
erfüllt sein. Folgender Ansatz für das Potential uv löst die Laplacegleichung ∆u = 0 in
Zylinderkoordinaten und erfüllt zudem die eben genannten Randbedingungen (Voigt,
1981):

uv =

∞
∑

k=0

∞
∑

i=0

(ck,i cos kφ + dk,i sin kφ) Jk(
xk,i ρ

Rm
) e−xk,i z/Rm. (3.28)

Hierbei sind Jk(xk,iρ/Rm) Besselfunktionen der Ordnung k und xk,i die Nullstellen der
Ableitung der Besselfunktion. Die Parameter ck,i und dk,i sind noch zu bestimmende
Koeffizienten. Dieser Ansatz beinhaltet bereits das Potentialfeld der Erde ue und das
Potential der Chapman-Ferraro-Ströme ucfi.

Um die Koeffizienten ck,i und dk,i zu bestimmen, wird die Bedingung (3.8) ausgenutzt,
daß das Potential an der Grenzfläche zwischen Halbkugel und Zylinder, also bei z = 0
bzw. ϑ = π/2, stetig ist.

Dazu wird auf der einen Seite das zusammengesetzte Potential der Gleichungen (3.15)
und (3.24) in der Halbkugel und zum anderen der Ansatz (3.28) im Zylinder an der
Stelle z = 0 verglichen. Um einen Koeffizientenvergleich durchführen zu können, wird
das Potential der Halbkugel zunächst in zylindrische Koordinaten überführt. Der Ein-
fachheit halber werden die einzelnen Anteile getrennt von einander umgeformt.

Dipolpotential:

ud
(3.12)
=
−mx(z + b) + myy + mzx

4π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]3/2

(A.5)
=
−mx(z + b) + myρ sinφ + mzρ cosφ

4π
[

(z + b)2 + ρ2
]3/2

(3.29)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Quadrupolpotential:

uq
(3.14)
=

Qxx(z + b)2 + Qyyy2 − (Qxx + Qyy)x2

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

+
−2Qxy(z + b)y − 2Qxz(z + b)x + 2Qyzyx

8π
[

(z + b)2 + y2 + x2
]5/2

(A.5)
=

Qxx(z + b)2 + Qyyρ
2 sin2 φ − (Qxx + Qyy)ρ2 cos2 φ

8π
[

(z + b)2 + ρ2
]5/2

+
−2Qxy(z + b)ρ sinφ − 2Qxz(z + b)ρ cosφ + 2Qyzρ

2 cos φ sinφ

8π
[

(z + b)2 + ρ2
]5/2

=
Qxx(z + b)2 − 1

2 Qxxρ
2 − 2(Qxy sinφ + Qxz cosφ)ρ(z + b)

8π
[

(z + b)2 + ρ2
]5/2

+
−(( 1

2 Qxx + Qyy) cos 2φ − Qyz sin 2φ)ρ2

8π
[

(z + b)2 + ρ2
]5/2

(3.30)

Potential der Chapman-Ferraro-Ströme:

ucfi
(3.24)
=

1
4πb2

∞
∑

n=1

n+1
n

(

− b
Rm

)n+1 (

r
Rm

)n {

−n(mx +
n−1
4b Qxx) P0

n(cosϑ)

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cos λ + (my +

n−1
3b Qxy) sinλ

]

P1
n(cosϑ)

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2λ − Qyz sin 2λ

]

P2
n(cosϑ)

}

(A.10)
=

1
4πb2

∞
∑

n=1

n+1
n

(

−
b

Rm

)n+1 













√

ρ2 + z2

Rm















n
{

−n(mx +
n−1
4b Qxx) P0

n( z√
ρ2+z2

)

+
[

(mz +
n−1
3b Qxz) cosφ + (my +

n−1
3b Qxy) sinφ

]

P1
n( z√

ρ2+z2
)

+ 1
6b

[

( 1
2 Qxx + Qyy) cos 2φ − Qyz sin 2φ

]

P2
n( z√

ρ2+z2
)
}

(3.31)

Betrachtet man nun das Gesamtpotential u = ud+uq+ucfian der Stelle z = 0 und sortiert
die Terme nach dem Grad der Harmonischen der trigonometrischen Funktionen, so
erhält man

u =
1

4π

{

mx f d
0 (ρ) + Qxx f q

0 (ρ)

+
[

mz f d
1 (ρ) + Qxz f q

1 (ρ)
]

cos φ +
[

my f d
1 (ρ) + Qxy f q

1 (ρ)
]

sinφ

+
( 1

2 Qxx + Qyy) f q
2 (ρ)

]

cos 2φ + Qyz f q
2 (ρ) sin 2φ

}

(3.32)
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3.5. Magnetfeld im Zylinder

mit den lediglich von ρ abhängenden Funktionen f d
k und f q

k :

f d
0 (ρ) =

−b
(b2 + ρ2)3/2

−
1
b2

∞
∑

n=1

(n + 1)

(

−
b

Rm

)n+1 (

ρ

Rm

)n

P0
n(0), (3.33a)

f q
0 (ρ) =

1
2ρ

2 + b2

2(b2 + ρ2)5/2
− 1

4b3

∞
∑

n=1

(n+1)(n−1)

(

− b
Rm

)n+1(
ρ

Rm

)n

P0
n(0), (3.33b)

f d
1 (ρ) =

ρ

(b2 + ρ2)3/2
+

1
b2

∞
∑

n=1

n + 1
n

(

− b
Rm

)n+1 (

ρ

Rm

)n

P1
n(0), (3.33c)

f q
1 (ρ) =

−ρb
(b2 + ρ2)5/2

+
1

3b3

∞
∑

n=1

(n+1)(n−1)
n

(

−
b

Rm

)n+1 (

ρ

Rm

)n

P1
n(0), (3.33d)

f q
2 (ρ) =

−ρ2

2(b2 + ρ2)5/2
− 1

6b3

∞
∑

n=1

n + 1
n

(

− b
Rm

)n+1 (

ρ

Rm

)n

P2
n(0). (3.33e)

Die Funktionen f d,q
k sind radiale Funktionen, das heißt sie hängen nur von ρ ab. Ver-

gleicht man nun Gleichung (3.32) mit dem Ansatz (3.28) an der Stelle z = 0

uv =

∞
∑

k=0

∞
∑

i=0

(ck,i cos kφ + dk,i sin kφ) Jk(
xk,i ρ

Rm
), (3.34)

so ergibt sich dann

mx

4π
f d
0 (ρ) +

Qxx

4π
f q
0 (ρ) =

∞
∑

i=0

c0,i J0( x0,i ρ

Rm
)

=:
mx

4π

∞
∑

i=0

ad
0,i J0( x0,i ρ

Rm
) +

Qxx

4π

∞
∑

i=0

aq
0,i J0( x0,i ρ

Rm
) (3.35a)

my

4π
f d
1 (ρ) +

Qxy

4π
f q
1 (ρ) =

∞
∑

i=0

d1,i J1( x1,i ρ

Rm
)

=:
my

4π

∞
∑

i=0

ad
1,i J1( x1,i ρ

Rm
) +

Qxy

4π

∞
∑

i=0

aq
1,i J1( x1,i ρ

Rm
) (3.35b)

mz

4π
f d
1 (ρ) +

Qxz

4π
f q
1 (ρ) =

∞
∑

i=0

c1,i J1( x1,i ρ

Rm
)

=:
mz

4π

∞
∑

i=0

ad
1,i J1( x1,i ρ

Rm
) +

Qxz

4π

∞
∑

i=0

aq
1,i J1( x1,i ρ

Rm
) (3.35c)

1
2 Qxx + Qyy

4π
f q
2 (ρ) =

∞
∑

i=0

c2,i J2( x2,i ρ

Rm
) =:

∞
∑

i=0

aq
2,i J2( x2,i ρ

Rm
) (3.35d)

Qyz

4π
f q
2 (ρ) =

∞
∑

i=0

d2,i J2( x2,i ρ

Rm
) =:

∞
∑

i=0

aq
2,i J2( x2,i ρ

Rm
) (3.35e)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Die radialen Funktionen f d,q
k lassen sich nun in Fourier-Bessel-Reihen (siehe im An-

hang in Abschnitt A.3.2) entwickeln, wobei xk,i die Nullstellen der Ableitung der Bes-
selfunktion sind:

f d,q
k =

∞
∑

i=0

ad,q
k,i Jk(

xk,i ρ

Rm
). (3.36)

Um die Koeffizienten ad,q
k,i zu bestimmen, wird die Orthogonalitätsrelation der Bessel-

funktionen, wie in Abschnitt A.3.2 beschrieben, verwendet und man erhält:

ad,q
k,i =

2

R2
m[1 − ( k

xk,i
)2][Jk(xk,i)]2

Rm
∫

0

f d,q
k (ρ)Jk(

xk,i ρ

Rm
)ρ dρ. (3.37)

Da die Funktionen f d,q
k recht kompliziert sind, lassen sich diese Integrale nicht mehr

analytisch lösen, sondern müssen numerisch ausgewertet werden.
Geht man nun zurück in den Ansatz (3.28), so schreibt sich das Potential für das Va-
kuumfeld im Zylinder wie nachstehend angegeben:

uv =
1

4π

∞
∑

i=0

[

(mxa
d
0,i + Qxxaq

0,i) J0( x0,i ρ

Rm
) e−x0,i z/Rm

+ (mza
d
1,i + Qxza

q
1,i) cosφ J1( x1,i ρ

Rm
) e−x1,i z/Rm

+ (mya
d
1,i + Qxyaq

1,i) sinφ J1( x1,i ρ

Rm
) e−x1,i z/Rm

+ ( 1
2 Qxx + Qyy)a

q
2,i cos 2φ J2( x2,i ρ

Rm
) e−x2,i z/Rm

+ Qyza
q
2,i sin 2φ J2( x2,i ρ

Rm
) e−x2,i z/Rm

]

. (3.38)

Das Magnetfeld wird durch Gradientenbildung B = −µ0∇u(ρ, φ, z) aus dem Potenti-
al bestimmt. Für die Ableitung der Besselfunktionen wird auf die Rekursionsformel
(A.43) zurückgegriffen.
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3.6. Hinzunahme der Schweifströme

Vakuumfeld im Zylinder:

Bv,ρ =
µ0

4π

∞
∑

i=0

[ x0,i

Rm
(mxa

d
0,i + Qxxaq

0,i) J1( x0,i ρ

Rm
) e−x0,i z/Rm

+
x1,i

2Rm
(mza

d
1,i + Qxza

q
1,i) cos φ

[

J2( x1,i ρ

Rm
) − J0( x1,i ρ

Rm
)
]

e−x1,i z/Rm

+
x1,i

2Rm
(mya

d
1,i + Qxya

q
1,i) sinφ

[

J2( x1,i ρ

Rm
) − J0( x1,i ρ

Rm
)
]

e−x1,i z/Rm

+
x2,i

2Rm
( 1

2 Qxx + Qyy)a
q
2,i cos 2φ

[

J3( x2,i ρ

Rm
) − J1( x2,i ρ

Rm
)
]

e−x2,i z/Rm

+
x2,i

2Rm
Qyza

q
2,i sin 2φ

[

J3( x2,i ρ

Rm
) − J1( x2,i ρ

Rm
)
]

e−x2,i z/Rm

]

(3.39)

Bv,φ =
µ0

4π

∞
∑

i=0

[1
ρ

(mza
d
1,i + Qxza

q
1,i) sinφ J1( x1,i ρ

Rm
) e−x1,i z/Rm

− 1
ρ

(mya
d
1,i + Qxya

q
1,i) cos φ J1( x1,i ρ

Rm
) e−x1,i z/Rm

+
2
ρ

( 1
2 Qxx + Qyy)a

q
2,i sin 2φ J2( x2,i ρ

Rm
) e−x2,i z/Rm

−
2
ρ

Qyza
q
2,i cos 2φ J2( x2,i ρ

Rm
) e−x2,i z/Rm

]

(3.40)

Bv,z =
µ0

4π

∞
∑

i=0

[ x0,i

Rm
(mxa

d
0,i + Qxxaq

0,i) J0( x0,i ρ

Rm
) e−x0,i z/Rm

+
x1,i

Rm
(mza

d
1,i + Qxza

q
1,i) cosφ J1( x1,i ρ

Rm
) e−x1,i z/Rm

+
x1,i

Rm
(mya

d
1,i + Qxya

q
1,i) sinφ J1( x1,i ρ

Rm
) e−x1,i z/Rm
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(3.41)

3.6. Hinzunahme der Schweifströme

Wie bereits mehrfach erwähnt, wird der Schweifstrom bei Voigt (1981) nicht als Strom
modelliert, sondern es wird lediglich der Effekt, den diese Ströme erzeugen, durch eine
Streckung der Feldlinien wiedergegeben. Das Vakuumfeld soll also durch ein Magnet-
feld B j ersetzt werden, dessen Feldlinien im Schweif gestreckt sind. Um dieses Feld
zu konstruieren, werden die ρ- und φ-Komponente des Vakuummagnetfeldes Bv um
den Faktor λ gestaucht, wobei λ zwischen 0 und 1 variieren kann. Das Vakuumfeld
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

wird dann durch λ = 1 wiedergegeben und der Fall einer Harrisstromschicht mit λ = 0
(siehe Abbildung 3.2).
Die Divergenzfreiheit dieses Feldes ∇ · B j = 0 wird gewährleistet, indem der Expo-
nentialfaktor von e−xk,i ·z/Rm in e−λxk,i ·z/Rm übergeht. Das Magnetfeld läßt sich dann wie
folgt schreiben:

Magnetfeld der Schweifströme:
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∞
∑
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(3.42)

B j,φ =
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B j,z =
µ0

4π

∞
∑

i=0

[ x0,i

Rm
(mxa

d
0,i + Qxxaq

0,i) J0( x0,i ρ

Rm
) e−λx0,i z/Rm

+
x1,i

Rm
(mza

d
1,i + Qxza

q
1,i) cos φ J1( x1,i ρ

Rm
) e−λx1,i z/Rm

+
x1,i

Rm
(mya

d
1,i + Qxya

q
1,i) sinφ J1( x1,i ρ

Rm
) e−λx1,i z/Rm

+
x2,i

Rm
( 1

2 Qxx + Qyy)a
q
2,i cos 2φ J2( x2,i ρ

Rm
) e−λx2,i z/Rm

+
x2,i

Rm
Qyza

q
2,i sin 2φ J2( x2,i ρ

Rm
) e−λx2,i z/Rm

]

(3.44)
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3.6. Hinzunahme der Schweifströme

Bei dieser Darstellung gibt es Probleme mit dem kontinuierlichen Übergang des Ma-
gnetfeldes von der Halbkugel in den Zylinder. Um diese zu verhindern, setzt man das
Magnetfeld im Zylinder aus

B = 1
2 ( Bv + B j) (3.45)

zusammen (Voigt, 1981). So gewährleistet man zum einen den glatteren Übergang
vom erdnahen Magnetfeld zu den gestreckten Feldlinien im Schweif und zum ande-
ren, daß B = Bv für λ = 1 ist, weil dann Bv = B j gilt. Im Fall des Vakuumfeldes
(Abbildung 3.2a) sind alle Feldlinien im Schweif geschlossen.
Durch die extreme Streckung der Feldlinien (λ = 0), gehen viele der Schweiffeldli-
nien in offene Feldlinien über (Abbildung 3.2b). Einen solchen Feldlinienverlauf er-
hält man bei der Simulation einer Stromschicht, die sich in der Äquatorebene in den
Schweif hinein erstreckt. Als realistischen Wert für das heutige Erdmagnetfeld gibt
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(a) Vakuumfeld, λ = 1.
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(b) Feld mit Schweifstrom, λ = 0.
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(c) Feld mit Schweifstrom, λ = 0.15
wird von Voigt (1981) als realistisch an-
genommen.

Abbildung 3.2.: Einfluß des Streckparameters λ auf ein zonales Dipolfeld.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Voigt (1981) einen Wert λ = 0.15 an. Dieser Wert wurde bei der Anpassung des Mo-
dells an gemessene Daten empirisch bestimmt.

3.7. Beitrag des interplanetaren Magnetfeldes

Das Magnetfeld außerhalb der Magnetosphäre setzt sich zusammen aus dem inter-
planetaren Magnetfeld Bimf, kurz IMF genannt, und dem Magnetfeld der Chapman-
Ferraro-Ströme Bcfa. Das interplanetare Magnetfeld wird als homogen angenommen.
Die in GSE-Koordinaten gegeben Feldkomponenten lassen sich nach der Transforma-
tionvorschrift (3.1) in M-Koordinaten umwandeln.

Interplanetares Magnetfeld: Bimf

Bimf,x = Bimf,gse,z (3.46a)

Bimf,y = Bimf,gse,y (3.46b)

Bimf,z = − Bimf,gse,x (3.46c)

Um die Magnetfeldbeiträge der Chapman-Ferraro-Ströme zu bestimmen, werden wie
bereits beim Feld innerhalb der Magnetosphäre die beiden geometrischen Teilkörper
der Magnetosphäre getrennt betrachtet.
Zunächst wird das Magnetfeld außerhalb der Halbkugel bestimmt. Wie bereits in Ab-
schnitt 3.4 erläutert, läßt sich das Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Ströme aus einem
skalaren Potential ableiten. Für das Magnetfeld außerhalb der Halbkugel läßt sich fol-
gender Ansatz machen (Voigt, 1981):

ucfa =
1
µ0

∞
∑

n=1

n
∑

k=0

1
n + 1

Rn+2
m

rn+1
(ak

n cos kλ + bk
n sin kλ)Pm

n (cosϑ), r > Rm. (3.47)

Die Koeffizienten ak
n und bk

n können mit Hilfe der Randbedingung (3.6b) bestimmt
werden, die besagt, daß es keine Normalkomponente auf der Magnetopause gibt. Dazu
wird die Normalkomponente berechnet, die gleich der radialen Komponente ist, die aus
dem in Gleichung (3.47) gegebenen Potential abgeleitet werden kann:

Bcfa,r = −µ0
∂

∂r
ucfa =

∞
∑

n=1

n
∑

k=0

n + 1
n + 1

Rn+2
m

rn+2

∣

∣

∣

∣

r=Rm

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ)Pm
n (cosϑ)

=

∞
∑

n=1

n
∑

k=0

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ)Pm
n (cosϑ). (3.48)

Zum anderen muß das interplanetare Magnetfeld aus den Gleichungen (3.46a)-(3.46c)
in Kugelkoordinaten umgewandelt werden. Die hierfür notwendige Koordinatentrans-
formation ist im Anhang in Abschnitt A.1 zu finden. Aus Gleichung (A.3) ergibt sich

56



3.7. Beitrag des interplanetaren Magnetfeldes

dann für die Radialkomponente des interplanetaren Magnetfeldes

Bimf,r = Bimf,x sinϑ cos λ + Bimf,y sinϑ sin λ + Bimf,z cosϑ. (3.49)

Der Koeffizientenvergleich Bim f ,ρ|ρ=Rm

!
= −Bc f a,ρ|ρ=Rm zeigt, daß in der Kugelfunktions-

entwicklung im Ansatz (3.47) alle Koeffizienten ak
n und bk

n außer a0
1, a1

1 und b1
1 gleich

Null sind. Und man erhält für das magnetische Potential der Chapman-Ferraro-Ströme
außerhalb der Magnetosphäre die folgende Beziehung:

ucfa = −
R3

m

2µ0r2

(

Bimf,z P0
1 + Bimf,x cos λ P1

1 + Bim f ,y sin λ P1
1

)

. (3.50)

Hierbei ist Pm
n = Pm

n (cosϑ). Durch Gradientenbildung Bcfa = −µ0∇ucfa lassen sich die
Magnetfeldkomponenten außerhalb der Halbkugel bestimmen:

Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Ströme außerhalb der Halbkugel:

Bcfa,r = −
(Rm

r

)3

(Bimf,z P0
1 + Bimf,x cos λ P1

1 + Bimf,y sin λ P1
1) (3.51a)
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1
2

(Rm

r

)3

(Bimf,z
dP0

1

dϑ
+ Bimf,x cos λ

dP1
1

dϑ
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1

dϑ
) (3.51b)

Bcfa,λ =
1

2 sinϑ

(Rm

r

)3

(−Bimf,x sin λ P1
1 + Bimf,y cos λ P1

1) (3.51c)

Nun wird das Magnetfeld außerhalb des Zylinders hergeleitet. Die Normalkomponen-
te des gesamten Magnetfeldes, die in der Randbedingung (3.6b) betrachtet wird, ent-
spricht in der Zylindergeometrie der ρ-Komponente des Feldes und es folgt mittels
Gleichung (A.8):

Bimf,ρ = Bimf,x cosφ + Bimf,y sinφ. (3.52)

Das magnetische Potential der Chapman-Ferraroströme außerhalb des Zylinders läßt
sich durch eine Reihenentwicklung beschreiben:

ucfa =
1
µ0

∞
∑

n=1

1
n

(cn cos nφ + dn sin nφ)
Rn+1

m

ρn
, für ρ > Rm. (3.53)

Die Koeffizienten cn werden nun durch einen Koeffizientenvergleich bestimmt. Dazu
betrachtet man die radialen Magnetfeldkomponenten auf der Magnetopause (ρ = Rm),
die sich aus den Gleichungen (3.52) und (3.53) ergeben. Es muß gelten:

Bimf,ρ|ρ=Rm

!
= − Bc f a,ρ|ρ=Rm

Bimf,x cos φ + Bimf,y sinφ = −
∞
∑

n=1

(cn cos nφ + dn sin nφ) (3.54)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Somit fallen alle Koeffizienten cn für n , 1 weg und das Potential der Chapman-
Ferraro-Ströme schreibt sich wie folgt:

ucfa = −
1
µ0

R2
m

ρ
(Bimf,x cos φ + Bimf,y sinφ). (3.55)

Das Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Ströme außerhalb des Zylinders leitet sich dann
durch Gradientenbildung Bcfa = −µ0∇ucfa her.

Magnetfeld der Chapman-Ferraro-Ströme außerhalb des Zylinders:

Bcfa,ρ = −
(

Rm

ρ

)2

(Bimf,x cosφ + Bimf,y sinφ) (3.56a)

Bcfa,φ =

(

Rm

ρ

)2

(−Bimf,x sinφ + Bimf,y cosφ) (3.56b)

Bcfa,z = 0 (3.56c)

In Abbildung 3.3 wird gezeigt, welchen Einfluß das interplanetare Magnetfeld auf den
Feldlinienverlauf innerhalb der Magnetosphäre hat, wenn man statt der geschlosse-
nen Magnetopause (Abbildung 3.3a) eine offene betrachtet. Das Magnetfeld setzt sich
wie in den Gleichungen (3.3a) und (3.3b) aus den verschiedenen Anteilen zusammen,
die in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitet wurden. Für die Durchlässigkeits-
koeffizienten wurden ci = 0.1, ca = 0.9 gewählt, d. h. 90 % des interplanetaren Ma-
gnetfeldes gelangen in die Magnetosphäre, während 10 % des inneren Erdfeldes hin-
ausgelangen. Diese Wahl der Werte wird bei Voigt (1981) als realistisch vorgeschlagen.
In Abbildung 3.3b ist das interplanetare Magnetfeld senkrecht zur Verbindungslinie
Erde-Sonne orientiert, in Abbildung 3.3c hingegen parallel. Im senkrechten Fall wer-
den die Feldlinien „aufgebogen“, und es entstehen offene Feldlinien, die sich mit den
interplanetaren Feldlinien verbinden. Im erdfernen Schweif dominiert das interplane-
tare Magnetfeld. Im parallelen Fall werden die Feldlinien der einen Hemisphäre in
den Schweif hineingestreckt, während sie auf der anderen Hemisphäre in Richtung der
Sonne gelenkt werden. Weitere Beispiele und Erläuterungen zu Feldlinienverläufen
sind in Kapitel 4 zu finden.
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(a) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0.
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(b) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf senkrecht.
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(c) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf parallel.

Abbildung 3.3.: Einfluß der Magnetopausendurchlässigkeitsparameter c i, ca auf ein zonales
Dipolfeld. ci = 0.1, ca = 0.9 werden bei Voigt (1981) als realistisch angenommen. Die Aus-
richtung des interplanetaren Magnetfeldes bezieht sich auf die Orientierung des Feldes in Be-
zug auf die Erde-Sonne-Achse.
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

3.8. Iterativer Prozeß zur Koeffizientenbestimmung

Um die Koeffizienten der Fourier-Bessel-Reihe im Zylinder zu bestimmen, wurde aus-
genutzt, daß das Potential an der Schnittfläche zwischen Halbkugel und Zylinder stetig
ist. Strenggenommen müßte man fordern, daß das Magnetfeld ebenfalls dort stetig ist.
In Abschnitt 3.2 wurde bereits erwähnt, daß die Lösung der Gleichung über Seperation
der Variablen gefunden wird. Alle in diesem Kapitel gemachten Ansätze für die jewei-
ligen Potentiale beruhen auf diesem Verfahren. Die Laplacegleichung ist aber nicht
gleichzeitig in beiden geometrischen Systemen separierbar, sondern nur entweder in
der Halbkugel oder im Zylinder. Dies hat zur Folge, daß bei vorausgesetzer Stetigkeit
des Potentials an der Schnittfläche zwischen Halbkugel und Zylinder zwar die x- und
y-Komponente des Magnetfeldes stetig ist, nicht aber die z-Komponente. Die Stetig-
keit der x- und y-Komponente des Magnetfeldes kann leicht gezeigt werden, indem
man sich veranschaulicht, wie diese Komponenten gebildet werden. So ist z. B. die
x-Komponente der Gradient des Potentials in x-Richtung. Dieser Gradient liegt also
in der Schnittebene zwischen Halbkugel und Zylinder. Da in dieser Ebene alle Werte
für das Potential in der Halbkugel und das Potential im Zylinder gleich sind, sind auch
die Gradienten gleich, die in dieser Ebene liegen. Gleiches gilt somit auch für die y-
Komponente, nicht aber für die z-Komponente, weil in diesem Fall der Gradient aus
der Ebene herauszeigt.
Um diesem Problem Abhilfe zu schaffen, schlägt Voigt (1972) einen iterativen Pro-
zeß vor, um die Koeffizienten der jeweiligen Entwicklungen in der Halbkugel und im
Zylinder zu bestimmen. Abbildung 3.4 veranschaulicht die einzelnen Teilgebiete und
Ränder der Modellmagnetosphäre.

F11F21F12

F22

G2 G1

Abbildung 3.4.: Teilgebiete und Ränder der Modellmagnetosphäre: Das Gebiet der Kugel G1

wird von den Rändern F11 und F12 begrenzt, der Zylinder G2 von den Rändern F21 und F22.

Man gehe nun wie folgt vor:

1. Die Bedingung, daß die Normalkomponente des gesamten Magnetfeldes auf auf
dem Rand F11 + F22 gleich Null ist, wird festgelegt mit:

Bn = Be,r + Bcfi,r
!
= 0. (3.57)
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3.9. Berechnung des Schweifstromes

2. Nun werden die Randwerte von F11 auf F12 fortgesetzt, so daß sie überall auf

dem Rand der Kugel G1 gegeben sind: Bn = Be,r + Bcfi,r
!
= 0.

3. Aus Bcfi,r = Be,r − Bn läßt sich dann das Potential ucfi der Chapman-Ferraro-
Ströme innerhalb der Kugel bestimmen.

4. Die Randwerte auf F21 sind somit bekannt, und das Potential uv des Vakuumfel-
des im Zylinder G2 kann hergeleitet werden.

5. Damit ergeben sich neue Randwerte für die Fläche F12:

Bn =

{

0, ϑ ≥ π/2
Bv,r, ϑ < π/2

. (3.58)

Auf der Kugeloberfläche F11 + F12 läßt sich die Normalkomponente Bn durch
eine Kugelfunktionsentwicklung (siehe hierzu im Anhang den Abschnitt A.2.3)
der Form

Bn(ϑ, λ) =
∞
∑

n=1

n
∑

n=k

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ) Pk
n(cosϑ) (3.59)

beschreiben mit den Entwicklungskoeffizienten

an
k

bn
k

}

=
2n + 1

4π

2π
∫

0

π
∫

0

Bn(ϑ, λ)

{

cos kλ

sin kλ

}

Pk
n(cosϑ) sinϑ dϑ dλ. (3.60)

Die Prozedur zur Berechnung der Koeffizienten wiederholt sich nun beginnend
bei Punkt 3.

Es hat sich gezeigt (Voigt, 1972), daß dieses Verfahren bereits nach wenigen Durch-
läufen konvergiert.

3.9. Berechnung des Schweifstromes

Durch die Streckung der Magnetfeldlinien (vgl. Abschnitt 3.6) im Schweif wird ein
Strom j erzeugt, der sich aus der Maxwellgleichung

∇ × H = j + Ḋ (3.61)

berechnen läßt. Wie in Abschnitt 2.1 erwähnt, werden nur statische Zustände betrach-
tet, und somit entfällt die Verschiebungsstromdichte Ḋ. Mit B = µ0 H ergibt sich dann

j =
1
µ0
∇ × B. (3.62)
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Das Magnetfeld im Schweif setzt sich nach Gleichung (3.45) zusammen aus dem Va-
kuumfeld Bv und dem Feld der Schweifströme B j:

B = 1
2 ( Bv + B j).

Das Vakuumfeld Bv = −µ0∇uv wurde direkt aus dem Gradienten eines skalaren Po-
tentials hergeleitet. Somit ist die Rotation dieses Feldes identisch Null, denn es gilt
∇×∇φ ≡ 0. Der Strom ergibt sich dann lediglich aus dem Feld der Schweifströme B j:

j =
1

2µ0
∇ × B j, (3.63)

und für die Komponenten des Schweifstromes ergibt sich dann:

Schweifströme im Zylinders:
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∞
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(3.64b)

jz = 0 (3.64c)

Die Ströme auf der Magnetopause können mit diesen Berechnungen nicht dargestellt
werden, sondern lediglich diejenigen innerhalb des Schweifes. Abbildung 3.5 zeigt
ein Stromfeld für einen zonalen Dipol in einer Ebene senkrecht zur Schweifachse und
in einer Entfernung von 20 Re vom Erdmittelpunkt aus. Es wurde eine geschlosse-
ne Magnetosphäre und ein Streckfaktor λ = 0 gewählt. Die zuerwartende Θ-förmige
Struktur der Schweifströme läßt sich gut erkennen, besonders die Stromschicht in der
Äquatorebene.
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Abbildung 3.5.: Schweifstrom eines zonalen Dipols in der yz-Ebene bei x = −20Re. Zu erken-
nen ist die für einen zonalen Dipol typische Θ-Struktur des Stromes.

3.10. Erweiterungsansatz für höhere Multipole

Statt des Dipol- und Quadrupolpotentials, das in Gleichung (3.10) angesetzt wurde,
kann man auch einen allgemeinen Ansatz für das Potential wählen, wie er bereits in
Abschnitt 2.1 mit Gleichung (2.5) vorgestellt wurde (siehe Lense, 1954):

ue(x, y, z) =
N

∑

l=1

l
∑

α=0

l−α
∑

β=0

alαβ
xαyβzl−α−β

(x2 + y2 + z2)(2l+1)/2
, (3.65)

wobei N der maximale Grad der Multipolentwicklung ist. Für eine Entwicklung, die
auch Oktupolanteile enthalten soll, wäre N = 3 zu setzen. Das Potential der Chapman-
Ferraroströme innerhalb der Halbkugel hat dann die Form

ucfi=
1

4πb2

∞
∑

n=1

N
∑

k=0

n+1
n

(

−
b

Rm

)n+1 (

r
Rm

)n

(ak
n cos kλ + bk

n sin kλ) Pk
n (3.66)

mit Pk
n = Pk

n(cosϑ). Die Koeffizienten ak
n und bk

n bestimmen sich aus der Randbedin-
gung (3.6a). Der nächste Schritt ist die Bestimmung des Vakuumfeldes im Zylinder
und man erhält dafür:

uv =
1

4π

∞
∑

i=0

N
∑

k=0

(ck
i cos kφ + dk

i sin kφ) Jk(
xk,i ρ

Rm
) e−xk,iz/Rm (3.67)

Um die Koeffizienten ck
i und dk

i herzuleiten, wird ausgenutzt, daß das Potential an der
Schnittfläche zwischen Zylinder und Halbkugel stetig sein soll. Das Magnetfeld der
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3. Erweiterung des Voigtschen Magnetosphärenmodells

Schweifströme wird analog zu den Ausführungen in Abschnitt 3.6 konstruiert. Die
Herleitung der Chapman-Ferraro-Ströme außerhalb der Magnetopause erfolgt genau
wie in Abschnitt 3.7, denn dabei geht nicht das innere Feld der Erde ein, sondern
lediglich das interplanetare Magnetfeld.

3.11. Vergleich mit MHD-Simulationen

Um einen Eindruck zu gewinnen, wie realistisch die Magnetosphärendarstellungen
sind, die mit dem hier vorgestellte Potentialfeldmodell berechnet wurden, werden die
Ergebnisse mit MHD-Simulationen von Vogt et al. (2004) und Zieger et al. (2004)
verglichen.
Gewählt wurde dazu der Pole-on-Dipol mit c1

1 = 30000 nT in einer geschlossenen
Magnetosphäre und gestreckten Feldlinien (λ = 0.15). Der Betrag dieser Feldstärke
entspricht dem heutigen Wert. Die Größe der Magnetosphäre im Potentialfeldmodell
wurde so gewählt, daß sie auf der Magnetopause das Druckgleichgewicht zwischen
dem Sonnenwind und dem Erdmagnetfeld erfüllt, so wie es auch in Abschnitt 4.2 be-
schrieben wird. Wie in Abbildung 3.6a zusehen ist, stimmt die so berechnete Größe der
Magnetsphäre recht gut mit den numerischen Simulationen in Abbildung 3.6b über-
ein. Die Form der Magnetosphäre wird im Potentialfeldmodell durch einen Zylinder
beschrieben, der auf der Tagseite durch eine Halbkugel abgeschlossen wird. Dies ist
eine gute Annäherung an die Form der Magnetosphäre, die sich aus den numerischen
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(a) Potentialfeldmodell (b) MHD-Simulation

Abbildung 3.6.: Vergleich des Potentialsmodell mit MHD-Simulationen (Zieger, persönliche
Mitteilung, 2004) am Beispiel der Feldlinien eines Pole-on-Dipols.

64



3.11. Vergleich mit MHD-Simulationen

x=-20R
e

y [R
e
]

z
[R

e
]

151050-5-10-15

15

10

5

0

-5

-10

-15

(a) Potentialfeldmodell (b) MHD-Simulation

Abbildung 3.7.: Vergleich des Potentialsmodell mit MHD-Simulationen (Zieger, persönliche
Mitteilung, 2004) am Beispiel des Schweifstromes eines Pole-on-Dipols.

Simulationen ergeben.
In Abschnitt 3.6 wurde der Einfluß der Schweifströme auf das Magnetfeld im Ma-
gnetosphärenschweif gezeigt. Um im Potentialfeldmodell den Feldlinienverlauf im
Schweif an die Ergebnisse der numerischen Simulationen anzupassen, wurden die
Feldlinien mit einem Faktor von λ = 0.15 gestreckt. Auf der Tagseite werden die Feld-
linien komprimiert, während sie auf der Nachtseite in den Schweif hinein gestreckt
werden. Dabei werden im Schweif zwei Schweiflappen in je einer Hemisphäre ausge-
bildet (Abbildung 3.6).
Durch die Streckung der Feldlinien im Schweif wird eine kreisförmige Stromvertei-
lung erzeugt, wie in Abbildung 3.7a zu sehen ist. Die Struktur des Schweifstromes wird
in diesem Beispiel von dem Potentialfeldmodell widergegeben, nicht aber die Richtung
der Ströme im Einzelnen. So sind in der numerischen Simulation (Abbildung 3.7b)
zwei ringförmige Ströme mit entgegengesetzter Richtung zu erkennen, während im
Potentialfeldmodell (Abbildung 3.7a) nur eine Richtung des Ringstromes vorliegt.
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4. Magnetfelder und Feldlinien

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil behandelt technische Fragen
wie die Berechnung und Darstellung der Magnetfeldlinien (Abschnitt 4.1), die Be-
stimmung der geometrischen Parameter der Magnetosphäre (Abschnitt 4.2) und die
Möglichkeit zur Skalierung des Magnetosphärenmodells (Abschnitt 4.3). Der zweite
Teil zeigt Anwendungen des Magnetfeldmodells auf verschiedene mögliche Paläoma-
gnetfeldkonfigurationen und eine Abschätzung der Schweifströme für diese Konfigu-
rationen (Abschnitt 4.4).

4.1. Berechnung und Darstellung der
Magnetfeldlinien

Jede Feldlinie läßt sich durch eine Kurve C darstellen. Die jeweilige Tangente in einem
Punkt der Kurve entspricht dem Magnetfeldvektor B in diesem Punkt, es ist also

B =
d C

ds
, (4.1)

wobei d/ds die Ableitung entlang der Kurve ist. Dies ist eine Differentialgleichung
erster Ordnung und kann z. B. durch ein Runge-Kutta-Verfahren gelöst werden. Als
Lösung ergibt sich dann die Kurve C.

Der einfachste Spezialfall des Runge-Kutta-Verfahrens (siehe Böhm und Gose, 1977;
Stoer und Bulirsch, 1978) zur Lösung von Differentialgleichungen erster Ordnung ist
das Euler-Verfahren. Es handelt sich hierbei um ein sogenanntes Einschrittverfahren.
Die Differentialgleichung wird durch einen Differenzenquotienten ersetzt und nach der
gesuchten Größe aufgelöst:

d C

ds
=

Ci+1 − Ci

∆s
= B( Ci, si)

⇒ Ci+1 = Ci + ∆s · B( Ci, si), (4.2)

wobei ∆s = si+1 − si ist. Bei vorgegebener Anfangsbedingung C0 = C(s0) läßt sich
durch Anwendung der Gleichung (4.2) die gesamte Kurve C bestimmen.
Gegen das Euler-Verfahren spricht, daß es nicht sehr genau und auch nicht sehr stabil
ist. Besser geeignet sind deshalb Runge-Kutta-Verfahren höherer Ordnung, bei denen
Fehlerkorrekturterme miteinbezogen werden (siehe Press, 1992; Stoer und Bulirsch,
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4. Magnetfelder und Feldlinien

1978). Für die höheren Ordnungen werden noch Punkte zwischen si+1 und si zur Be-
rechnung mit herangezogen. So ergibt sich für das Runge-Kutta-Verfahren zweiter
Ordnung, auch Zwischenpunktverfahren genannt:

Ci+1 = Ci + k2, (4.3)

k1 = ∆s · B( Ci, si), (4.4)

k2 = ∆s · B( Ci +
k1

2
, si +

∆s
2

). (4.5)

Entsprechend kann man auch noch höhere Ordnungen konstruieren. Höhere Ordnung
heißt nicht automatisch auch höhere Genauigkeit, aber Erfahrungen haben gezeigt, daß
das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung in vielen Fällen besser ist als das zweiter
Ordnung (Press (1992)).

4.2. Bestimmung der geometrischen
Magnetosphärenparameter

Zur kurzen Erinnerung seien hier die Parameter aufgelistet, die in die Magnetosphä-
renmodelle aus Kapitel 3 eingehen: das Magnetfeld des Planeten, gegeben durch das
Dipolmoment m und das Quadrupolmoment Q bzw. durch die Gaußkoeffizienten bis

zum zweiten Grad, der Schweifradius Rm und die Standoffdistanz Rs.
Für heutige Felder sind diese Parameter aus Beobachtungen und Satellitenmessungen
bekannt. Doch wie sind die Parameter zu wählen, wenn man das magnetosphärische
Magnetfeld für eine Paläosituation betrachten möchte? Über mögliche Konfiguratio-
nen für das magnetische Moment bzw. die Gaußkoeffizienten wurden bereits in Ab-
schnitt 2.4 Überlegungen dazu angestellt. Als schwierig erweist es sich hingegen, An-
gabe für den Schweifradius und die Standoffdistanz zu finden, denn es kann hierbei
auf keinerlei Messungen zurückgegriffen werden.
Die Magnetosphäre resultiert aus der Wechselwirkung zwischen dem Planetenma-
gnetfeld und dem Sonnenwind, wobei die Größe der Magnetosphäre, die durch den
Schweifradius und die Standoffdistanz charakterisiert sind, so bestimmt ist, daß ein
Druckgleichgewicht zwischen dem Druck auf der Innenseite und dem Druck auf der
Außenseite der Magnetosphäre herrscht.
Im einfachsten Fall wird das Druckgleichgewicht durch

knmv2
sw,⊥ + p0 =

B2
mp

2µ0
(4.6)

beschrieben mit n der Teilchendichte des Sonnenwindes, m = 1.67 · 10−27 kg der Mas-
se eines Sonnenwindteilchens (hier als Proton angenommen) und vsw,⊥ = 400 km/s der
zur Magnetopause senkrechten Komponente seiner Geschwindigkeit. In einer plana-
ren Magnetosphäre ist k = 1, in einer sphärischen gilt k = 1.5. Aus gasdynamischen
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Berechnungen kann man k = 0.88 herleiten (Prölss, 2001). B2
mp ist das Magnetfeld auf

der Magnetopause, daß abhängig ist von Rm und Rs. Die Größe p0 beschreibt den ther-
mischen Druck und nach Kertz (1992) gilt ungefähr p0 = 0.052ps = 0.052 · 2nmv2

sw,⊥.
Die Bestimmung der Magnetopausenform und -größe wurde in den 50er Jahren als
das exakte Chapman-Ferraro-Problem formuliert. Mead und Beard (1964) und Choe
et al. (1973) lösten diese Aufgabe für das Erdmagnetfeld durch Auswertung des Druck-
gleichgewichts an der Magnetopause. Starchenko und Shcherbakov (1991) hingegen
widmeten sich der Bestimmung der Magnetopause eines Pole-on-Dipols. Die meisten
dieser Berechnungen beschränken sich allerdings auf zwei Dimensionen. Eine realisti-
sche Beschreibung liefern numerische Simulationen, wie sie unter anderem bei Vogt
et al. (2004) und Zieger et al. (2004) zu finden sind.
Die Halbkugel, die die Magnetopause auf der sonnenzugewandten Seite beschreibt,
ist nur eine grobe Näherung der wahren, durch das Druckgleichgewicht gegebenen
Magnetopausenform. Deshalb wird auf ihr das Druckgleichgewicht auch nicht an al-
len Orten gegeben sein. Durch numerische Betrachtungen und Variation der Parameter
läßt sich die beste Lösung finden. Vorausgesetzt wird hierbei, daß die Sonnenwindpa-
rameter über die Zeit hinweg konstant bleiben.
Eine grobe Abschätzung der Standoffdistanz liefert die folgende Betrachtung. Der Ein-
fachheit halber wird auf die sphärische Magnetopause (Abschnitt 2.6.3.1) anstelle der
zylindrischen zurückgegriffen. Eine weitere vereinfachte Annahme wird gemacht, in-
dem man die Erde so dreht, daß λ = λm

n gilt. Auf der Magnetopause gibt es keine
Radialkomponente und nach den Gleichungen (2.39) fällt wegen λ = λm

n die azimutale
Komponente auch weg, somit ist B = Bϑ. Für einen einzelnen Multipol ergibt sich
dann

Bmp = cm
n

(

Re

rmp

)n+2 2n + 1
n

∣

∣

∣

∣

∣

d
dϑ

Pm
n (cosϑ)

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.7)

Setzt man diesen Ausdruck nun in Gleichung (4.6) und löst nach rmp auf, so erhält man
den Abstand der Erde zur Magnetopause in Abhängigkeit vom Polwinkel:

rmp = Re n+2

√

√

√2n + 1
n

cm
n

√

2µ0(2nmv2
sw,⊥ + p0)

∣

∣

∣

∣

∣

d
dϑ

Pm
n (cosϑ)

∣

∣

∣

∣

∣

(4.8)

Für einen zonalen Dipol entspricht rmp(ϑ = 90◦) der Standoffdistanz. Da das Magnet-
feld mit zunehmendem Grad n schneller abfällt als ein Dipolfeld, ist die entsprechende
Standoffdistanz eines höheren Multipols bei gleichem Wert für cm

n kleiner.
Die durchgezogene Linie in Abbildung 4.1 zeigt den Abstand der Erde zur Magne-
topause in Abhängigkeit vom Winkel für einen Pole-on-Dipol (c1

1 = 30000 nT), der
durch Gleichung (4.8) gegeben ist. Gesucht ist nun ein Halbkreis, wie er auf der Tag-
seite des zylindrischen Modells verwendet wird, der sich möglichst gut an diese Kurve
anschmiegt. Abbildung 4.2 verdeutlicht die geometrischen Beziehungen in der Halb-
kugel. Nach dem Kosinussatz gilt

r2
mp,2 = b2 + R2

m − 2Rmb cos β = (Rm − rs)
2 + R2

m − 2Rm(Rm − rs) cos β. (4.9)
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Abbildung 4.1.: Abstand der Magnetopause zur Erde in Abhängigkeit vom Polwinkel ϑ.
Durchgezogene Linie: Magnetopausenform berechnet nach Gleichung (4.8). Gestrichelte Li-
nie: Angepaßter Halbkreis für das zylindrische Modell.
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Abbildung 4.2.: Geometrische Beziehungen in der Halbkugel.

Mit Hilfe des Sinussatzes

Rm

sin(180◦ − ϑ)
=

b
sin ε

⇒ Rm

sinϑ
=

Rm − rs

sin(ϑ − β)
(4.10)

bestimmt man den Winkel β zu

β = ϑ − arcsin

(

Rm − Rs

Rm
sinϑ

)

. (4.11)

Die Parameter Rm und Rs werden nun solange variiert, bis sich die daraus resultie-
rende Kurve rmp,2(ϑ) dem Abstand der Erde rmp(ϑ) zur Magnetopause annähert. Die
gestrichelte Linie in Abbildung 4.1 zeigt die Anpassung.
Die so bestimmten Werte Rm und Rs stimmen recht gut mit den skalierten Werten aus
dem folgenden Abschnitt 4.3 überein. Wie in Abschnitt 4.4 zu sehen sein wird, ist auch
eine Übereinstimmung mit den Simulationen von Vogt et al. (2004) und Zieger et al.
(2004) gegeben.
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4.3. Skalierung der magnetosphärischen
Magnetfelder

Schaut man sich die magnetischen Feldlinien an (Abbildung 4.3), so liegt die Vermu-
tung nahe, daß bei einer größeren Wahl der Multipolmomente auch die Abmessungen
der Magnetopause größer werden, sich aber der relative Verlauf der Magnetfeldlinien
innerhalb der Magnetosphäre nicht ändert. Diese Skalierbarkeit und Ähnlichkeit der
Magnetfelder soll in diesem Abschnitt untersucht werden.
Dazu werden die drei Magnetfeldmodelle, als da wären die Multipolentwicklung, die
sphärische und die zylindrische Magnetosphäre, getrennt von einander untersucht.

Multipolentwicklung
Das Magnetfeld einer Multipolentwicklung ist lediglich durch die Gaußkoeffizienten
cm

n parametrisiert. Beschrieben wird es durch eine Kugelfunktionsentwicklung, wie sie
in den Gleichungen (2.13) angegeben ist. Es sei nun B0 mit den Gaußkoeffizienten cm

n,0
das Ausgangsfeld. Gesucht wird das skalierte Feld B mit den Koeffizienten cm

n . Da die
Gaußkoeffizienten linear in die Magnetfeldkomponenten B0,i eingehen, ist

Bi(r, ϑ, λ) = cB0,i(r, ϑ, λ) mit cm
n = c · cm

n,0. (4.12)

Der Index i bezeichnet hierbei die drei Komponenten Br, Bϑ, Bλ. Somit gilt die Skalie-
rungsrelation für den gesamten Vektor des Magnetfeldes.

Sphärische Magnetosphäre
In der sphärischen Magnetosphäre (Abschnitt 2.6.3.1) wird das Magnetfeld zusätzlich
zu den Gaußkoeffizienten cm

n noch durch den Magnetosphärenradius Rm bestimmt, sie-
he Gleichungen (2.39). Wie oben gezeigt, geht auch hier das Moment linear in das
Modell ein und es ist somit Bi = cB0,i. Zu untersuchen ist nun der Einfluß des Ma-
gnetosphärenradius Rm. Schreibt man die Magnetfeldkomponenten für jeweils einen
festen Grad n auf und führt dabei die dimensionslose Größe r̃ = r/Rm ein, dann ist

Bi(r̃, ϑ, λ) =
1

Rn+2
m

Bi(r, ϑ, λ), (4.13)

wobei Bi wiederum die drei Komponenten Br, Bϑ, Bλ bezeichnet. Und somit folgt

Bi(r̃, ϑ, λ) =
c

dn+2
B0,i(r̃, ϑ, λ) mit cm

n = c · cm
n,0 und Rm = dRm,0. (4.14)

Hierbei ist n der Grad der Multipolordnung, also n = 1 der Dipol und n = 2 der
Quadrupol.

Zylindrische Magnetosphäre
Die zylindrische Magnetosphäre hat als frei wählbare Parameter die Gaußkoeffizienten
cm

n , den Magnetosphärenradius Rm und die Standoffdistanz Rs. Um die Skalierbarkeit

71



4. Magnetfelder und Feldlinien

der zylindrischen Magnetosphäre zu bestimmen, unterteilt man sie in eine Halbkugel
auf der Tagseite und einen Zylinder auf der Nachtseite. Unter Einführung der dimen-
sionslosen Größe r̃ = r/Rm kann man wie bei der sphärischen Magnetosphäre zeigen,
daß in der Halbkugel für die drei Magnetfeldkomponenten

Bi(r̃, ϑ, λ) =
c

dn+2
B0,i(r̃, ϑ, λ) mit cm

n = c · cm
n,0, Rm = d · Rm,0, Rs

Rm
= const (4.15)

gilt. Um eine Beziehung für den Zylinder herzustellen, braucht man zwei weitere di-
mensionslose Größen, und zwar ρ̃ = ρ/Rm und z̃ = z/Rm. Damit erhält man dann

Bi(ρ̃, φ, z̃) =
c

dn+2
B0,i(ρ̃, φ, z̃) mit cm

n = c · cm
n,0, Rm = d · Rm,0, Rs

Rm
= const. (4.16)

Bei diesen beiden Beziehungen wurde vorausgesetzt, daß Rs/Rm konstant ist. Somit ist
die Standoffdistanz Rs als Parameter nicht mehr länger frei wählbar, sondern an den
Magnetosphärenradius Rm gekoppelt. Mit Vogt und Glassmeier (2001) kann für einen
zonalen Dipol gezeigt werden, daß Rs/Rm = const ist.

Zusammenfassend läßt sich sagen:

B =
c

dn+2
B0 =

cm
n /c

m
n,0

(Rm/Rm,0)n+2
B0, (4.17)

wobei das Magnetfeld B von dimensionslosen Größen (normiert auf den Magneto-
pausenradius) abhängt, statt von reellen Ortskoordinaten. Voraussetzung ist allerdings,
daß sich die Magnetfeldkonfiguration nicht ändert. Betrachtet man z. B. als Ausgangs-
feld einen zonalen Dipol, so gelten die Skalierungen und Ähnlichkeiten auch nur für
ein zonales Dipolfeld, und somit nicht für einen anderen Multipol. Man kann also
keine Skalierungsrelationen zwischen unterschiedlichen Multipolmomenten herstel-
len. Auch lassen sich Kombinationen mit Multipolmomenten unterschiedlichen Gra-
des nicht skalieren.

Interessant werden diese Skalierungen, wenn man unterschiedliche Paläomagnetfeld-
stärken einer Konfiguration betrachten möchte. Geht man davon aus, daß sich die Son-
nenwindparameter nicht geändert haben, dann bleibt der Sonnenwinddruck konstant
und damit auch der Betrag des Magnetfeldes auf der Magnetopause (näheres hierzu in
Kapitel 4.2). Dann muß nach Gleichung (4.17) für alle Skalierungen

c
dn+2

=
cm

n /c
m
n,0

(Rm/Rm,0)n+2
= 1 ⇒ Rm = Rm,0

n+2

√

cm
n

cm
n,0

(4.18)

gelten. Das heißt also für einen Multipol vom Grad n, der im Vergleich zu einem
anderen halb so groß ist, ist der Magnetosphärenradius um den Faktor

n+2√
2 kleiner. Bei

gleichem relativen r̃ = r/Rm sind also Magnetfelder gleicher Größe und Richtung zu
finden. Was sich nicht ändert, ist der Erdradius. Aber für jede Skalierungsrelation, gibt
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4.3. Skalierung der magnetosphärischen Magnetfelder

es ein anderes r̃e = Re/Rm, so daß sich die Erdoberfläche nicht mit skaliert und somit
relativ zur Magnetosphäre ändert. Deshalb sind auch jeweils andere Magnetfelder an
der Erdoberfläche zu erwarten.

Abbildung 4.3 verdeutlicht die Skalierung für einen zonalen Dipol. Auf der linken
Seite oben ist die Magnetosphäre dargestellt für ein inneres Feld der Stärke c0

1 = c0
1,0,

rechts daneben für ein Feld der Stärke c0
1 = 0.1c0

1,0. Die Größen der Magnetosphären
unterscheiden sich um einen Faktor von ungefähr zwei. Vergrößert man nun die linke
Magnetosphäre um den Faktor eins und die rechte um den Faktor zwei, so erkennt
man (unterer Teil der Abbildung 4.3), daß der relative Verlauf der Feldlinien in beiden
Fällen gleich ist. Die Radien der Kugel, die jeweils die Erde symbolisiert, werden
ebenfalls mit der Magnetopause mitskaliert und ändern sich somit entsprechend in
Bezug auf die Größe der Magnetosphäre. Der kleine Radius entspricht dem Fall einer
Feldstärke mit c0

1 = c0
1,0, der große dem Fall von c0

1 = 0.1c0
1,0.

Im folgenden sollen für drei verschiedene Konfigurationen (zonaler Dipol, Pole-on-
Dipol, zonaler Quadrupol) für unterschiedlich große Momente die Magnetosphären-
parameter Rs und Rm bestimmt werden. Die Magnetopausenparameter für das jeweils

1:2
1:1

Abbildung 4.3.: Skalierte Magnetfeldlinien für zonale Dipolfelder unterschiedlicher Feldstär-
ke. Normiert man die Abmaße der Magnetosphäre auf den Magnetosphärenradius Rm,0, so las-
sen sich die Abbildungen für unterschiedliche Feldstärken in einer zusammenfassen. Lediglich
der relative Erdradius verändert sich. Der kleine Radius entspricht dem mit einer Feldstärke
mit cm

n = cm
n,0, der größere cm

n = 0.1cm
n,0.

73



4. Magnetfelder und Feldlinien

größte Moment einer Konfiguration wurden über das Druckgleichgewicht bestimmt,
wie es in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde. Alle anderen Parameter wurden aus der Ska-
lierung (4.18) berechnet. Dabei wurde vorrausgesetzt, daß Rm/Rs = const = 2 ist. In
Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse zusammengefaßt.

Zonaler Dipol
c0

1 [nT] Rm[Re] Rs[Re] r̃e = Re/Rm

30000 20 10.0 0.050
25000 18 9.0 0.056
20000 16 8.0 0.063
10000 15 7.5 0.077
5000 10 5.0 0.100

Pole-on-Dipol
c1

1 [nT] Rm[Re] Rs[Re] r̃e = Re/Rm

30000 15 7.5 0.067
25000 14 7.0 0.071
20000 13 6.5 0.077
10000 10 5.0 0.100
5000 8 4.0 0.125

Zonaler Quadrupol
c0

2 [nT] Rm[Re] Rs[Re] r̃e = Re/Rm

24500 9.5 4.75 0.105
20000 9.0 4.50 0.111
10000 7.5 3.75 0.133
5000 6.5 3.25 0.154

Tabelle 4.1.: Geometrische Magnetopausenparameter für verschiedene Konfigurationen und
Feldstärken.

Ein Vergleich mit den Berechnungen der Magnetopausengröße mittels des Magneto-
pausengleichgewichts (Abschnitt 4.2) zeigt recht gute Übereinstimmungen.

Skalierungsrelationen für den zonalen Dipol c0
1 wurden bereits früher von Siscoe und

Chen (1975), Siebert (1977) und Vogt und Glassmeier (2001) aufgestellt. Sie entspre-
chen den obigen Ergebnissen.
In Grießmeier et al. (2004) wird gezeigt, wie sich die Sonnenwindparameter im Lau-
fe der Erdgeschichte geändert haben. Anstelle der Eins in Gleichung (4.18) steht ein
Faktor s, der die Änderung der Sonnenwindparameter zusammenfaßt. Der Magneto-
pausenradius skaliert dann mit

Rm = Rm,0
n+2

√

cm
n

s cm
n,0

. (4.19)

74



4.4. Mögliche Paläomagnetfelder

Allerdings gilt nun Bi(ρ̃, φ, z̃) = s B0,i(ρ̃, φ, z̃). Die Felder sind also nicht mehr gleich an
den relativ gleichen Positionen ρ̃, φ, z̃. Dieser Ansatz sei hier nur der Vollständigkeit
halber erwähnt und wird nicht weiter verfolgt.

4.4. Mögliche Paläomagnetfelder

In Abschnitt 2.4 wurden bereits mögliche Konfigurationen für Paläomagnetfelder vor-
gestellt. Ein einfaches Szenario einer Feldumkehrung ist der schwächer werdende Di-
pol, bei dem das Dipolmoment abnimmt und sich nach einem Nulldurchgang in umge-
kehrter Richtung wieder aufbaut. Saito et al. (1978) schlagen ein Umkehrungsszenario
vor, bei dem der Dipol umklappt. Ein bei diesem Szenario interessanter Fall ist die
Pole-on-Konfiguration, bei der der Dipol zur Sonne hin zeigt. Etwas komplexer, aber
auch realistischer sind die Ansätze von Biernat et al. (1985) und Leubner und Zollner
(1985), bei denen während der Magnetfeldumkehrung höhere Multipole eine Rolle
spielen. Auf Grund all dieser Ansätze und Überlegungen wird in den nächsten Ab-
schnitten näher auf verschiedene Dipol- und Quadrupolkonfigurationen eingegangen.
Zunächst werden anschauliche Spezialfälle, wie der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol
und der zonale Quadrupol sowie eine Zusammensetzung von Dipol und Quadrupol
betrachtet. Im Anschluß daran wird eine numerische Simulation von Glatzmaier (per-
sönliche Mitteilung, 2003) untersucht. Dargestellt werden die Feldlinienverläufe für
die verschiedenen Konfigurationen sowie die Schweifströme, die sich bei Streckung
der Schweiffeldlinien ergeben. Soweit es möglich ist, werden die Ergebnisse der Mo-
dellrechnung mit numerischen Simulationen von Vogt et al. (2004) und Zieger et al.
(2004) verglichen.

4.4.1. Zonaler Dipol

Der zonale Dipol c0
1 entspricht einer Idealisierung des heutigen Dipols. Bei dieser Kon-

figuration steht die Dipolachse senkrecht zur Verbindungslinien Sonne-Planet. Sie ist
also entlang der z-Achse im GSE-Koordinatensystem ausgerichtet. Die magnetischen
Pole fallen mit den geographischen Polen zusammen. Das Magnetfeld ist maximal an
den Polen und minimal am Äquator. Charakteristisch für die Magnetfeldlinien des zo-
nalen Dipols ist die Symmetrie bezüglich der Rotationsachse der Erde, deren Neigung
hier vernachlässigt werden soll. Erst durch die Wechselwirkung des Sonnenwindes
mit dem Erdmagnetfeld wird diese Symmetrie gebrochen. Die Magnetfeldlinien auf
der sonnenzugewandten Seite werden gestaucht, während die Feldlinien auf der ent-
gegengesetzten Seite gestreckt werden und somit den Magnetosphärenschweif bilden.
Die Schweiffeldlinien bilden einen sogenannten Schweiflappen.
Die Parameter für den zonalen Dipol sind heutigen Beobachtungen entnommen und
idealisiert worden: c0

1 = 30000 nT, Rm = 20Re und Rs = 10Re. Für kleinere Magnet-
felder wurde die Größe der Magnetosphäre Rm durch die Skalierungsrelation (4.18)
gewonnen, wobei das heutige Verhältnis Rs = Rm/2 beibehalten wurde. Vergleiche
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(a) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1.

-40 -30 -20 -10 0 10 20
-20

-10

0

10

20

x [R ]e

z 
[R

 ] e

(b) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1, c0
1 = 5000 nT.
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(c) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf senkrecht zu x, λ = 1.
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(d) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf parallel zu x, λ = 1.
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(e) Feld mit Schweifströmen, ci = ca =

0, λ = 0.15.
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(f) Schweifstrom in der yz-
Ebene bei x = −20Re, Parame-
ter wie in e.

Abbildung 4.4.: Feldlinien und Schweifströme eines zonalen Dipols der Stärke c0
1 = 30000 nT

(außer bei b).
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4.4. Mögliche Paläomagnetfelder

mit Berechnungen aus Abschnitt 4.2 und numerischen Simulationen von Zieger et al.
(2004) zeigen, daß dies gerechtfertigt ist.
Abbildungen 4.4a und b zeigen die Feldlinienverläufe für eine geschlossene Magneto-
sphäre, einmal für ein inneres Dipolfeld der heutigen Stärke von c0

1 = 30000 nT und für
ein schwaches Feld von c0

1 = 5000 nT. Die Magnetosphären unterscheiden sich in ihrer
Größe ungefähr um einen Faktor von zwei (siehe auch Tabelle 4.1), aber der relative
Verlauf der Feldlinien ist in beiden Fällen gleich. In den Cuspregionen an den beiden
Polen werden Feldlinien der Tagseite auf die Nachtseite gebeugt. Bei allen Feldlinien
handelt es sich um geschlossene Feldlinien.
Betrachtet man eine offene Magnetosphäre, so ist der Feldlinienverlauf innerhalb der
Magnetosphäre abhängig von der Richtung des interplanetaren Magnetfeldes, wie in
den Abbildungen 4.4c und d zu sehen ist. Die Durchlaßrate der Magnetopause mit
ci = 0.1 und ca = 0.9 wurde bei Voigt (1981) entnommen. Ist das interplanetare
Magnetfeld senkrecht zur x-Achse (Abbildung 4.4c), dann ändert sich der Feldlini-
enverlauf im Schweif stärker als auf der Tagseite. Dort werden die Feldlinien nahe der
Magnetopause „aufgebrochen“ und gehen in die Feldlinien des interplanetaren Fel-
des über. Auch im Schweif werden die Feldlinien aufgebrochen und nach oben bzw.
nach unten gekrümmt. Ist das interplanetare Magnetfeld parallel zur x-Achse im GSE-
Koordinatensystem, dann werden die Magnetfeldlinien auf der einen Hemisphäre (in
Abbildung 4.4d die nördliche) in den Schweif hineingestreckt und auf der anderen
Hemisphäre in Richtung der Sonne gelenkt. Die Cuspregionen sind weiterhin an den
Polen zu finden.
In den eben beschriebenen Beispielen wurde im Schweif ein Vakuumfeld angenom-
men (λ = 1). Bei einer Streckung (λ = 0.15) der Feldlinien in den Schweif hinein sind
die Schweiffeldlinien nicht länger geschlossen, sondern zum Teil auch offen (Abbil-
dung 4.4e). Durch diese Verzerrung entsteht eine Stromverteilung, wie sie in Abbil-
dung 4.4f zu sehen ist. Gut zu erkennen ist die Θ-förmige Struktur des Stromes mit
dem Schichtstrom in der Äquatorebene, der sich jeweils über symmetrische Ströme in
den beiden Hemisphären schließt. Ein Stromverlauf dieser Art ist auch in den numeri-
schen Simulationen von Zieger et al. (2004) zu erkennen.

4.4.2. Pole-on-Dipol

Ist der Dipol parallel zur Verbindungsachse Erde-Sonne, also parallel zur x-Achse im
GSE-Koordinatensystem, so spricht man von einer Pole-on-Konfiguration. Dieser Di-
pol läßt sich durch den Gaußkoeffizienten c1

1 ausdrücken. Die magnetischen Pole liegen
in der Äquatorebene der Erde. Das Magnetfeld ist also minimal auf einem Großkreis,
der durch die geographischen Pole geht, und es besitzt zwei Maxima in der Äqua-
torebene. In dieser Konfiguration befindet sich eine der Cuspregionen auf der son-
nenzugewandten Seite, die andere auf der sonnenabgewandten Seite. Die Feldlinien
auf der Tagseite werden komprimiert und auf der Nachtseite in den Schweif hinein-
gestreckt. Während beim zonalen Dipol der Schweif nur aus einem Schweiflappen
besteht, werden hier nun zwei Lappen ausgebildet, einer auf der nördlichen und einer
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(a) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1.
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(b) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1, c1
1 = 5000 nT.
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(c) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf senkrecht zu x, λ = 1.

-40 -30 -20 -10 0 10 20
-20

-10

0

10

20

x [R ]e

z 
[R

 ] e

(d) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf parallel zu x, λ = 1.
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(e) Feld mit Schweifströmen, ci = ca =

0, λ = 0.15.
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(f) Schweifstrom in der yz-
Ebene bei x = −20Re, Parame-
ter wie in e.

Abbildung 4.5.: Feldlinien und Schweifströme eines Pole-on-Dipols der Stärke c1
1 = 30000 nT

(außer bei b).
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4.4. Mögliche Paläomagnetfelder

auf der südlichen Halbkugel.
Für die Stärke des Pole-on-Dipols wurde die Stärke des heutigen Feldes verwendet,
also c1

1 = 30000 nT. Nach den Berechnungen aus Abschnitt 4.2 ergeben sich für die
Magnetosphärenparameter folgende Werte: Rm = 15Re und Rs = 7.5Re. Wie bereits
im Fall eines zonalen Dipols unterscheiden sich die beiden Größen um einen Faktor
von zwei. Für kleinere Magnetfelder wurde die Größe der Magnetosphären Rm durch
die Skalierungsrelation (4.18) gewonnen, wobei das heutige Verhältnis Rs = Rm/2
beibehalten wurde. Vergleiche mit Berechnungen aus Abschnitt 4.2 und numerischen
Simulationen von Zieger et al. (2004) zeigen entsprechende Ergebnisse.
Die Abbildungen 4.5a und b zeigen den Größenvergleich der Magnetopause bei einem
Feld der Stärke c1

1 = 30000 nT, und einem schwachen Feld von c1
1 = 5000 nT. Wie

auch aus Tabelle 4.1 zu sehen ist, unterscheiden sich die Magnetosphärengrößen um
einen Faktor von knapp zwei.
Betrachtet man nun eine offene Magnetosphäre, so muß man die Richtung des inter-
planetaren Magnetfeldes mit in Betracht ziehen. Bei einem interplanetaren Feld senk-
recht zur x-Achse (Abbildung 4.5c) werden die Feldlinien im Schweif gestaucht und
in Richtung des interplanetaren Feldes gelenkt. Auf der Tagseite gehen sie ebenfalls in
das interplanetare Magnetfeld über. Im Fall eines parallelen interplanetaren Magnetfel-
des (Abbildung 4.5d) werden die äußeren Feldlinien sowohl in der nördlichen als auch
in der südlichen Hemisphäre aufgebrochen. Die Feldlinien auf der Nachtseite werden
in den Schweif hineingestreckt, auf der Tagseite gehen sie in das interplanetare Feld
über. In beiden Fällen wurde wieder ci = 0.1 und ca = 0.9 gewählt.
Streckt man die Magnetfeldlinien in den Schweif hinein (λ = 0.15, Abbildung 4.5e),
so wird eine Stromverteilung erzeugt, die in der Ebene senkrecht zur Verbindungsli-
nien Erde-Sonne eine kreisförmige Struktur ausbildet (Abbildung 4.5f). Sowohl der
Feldlinienverlauf als auch die ringförmige Stromverteilung im Schweif entsprechen
den Ergebnissen der numerischen Simulation von Zieger et al. (2004).

4.4.3. Zonaler Quadrupol

Der anschaulichste Fall des Multipols zweiten Grades ist der zonale Quadrupol c0
2, der

rotationssymmetrisch bezüglich der Rotationsachse der Erde, also der z-Achse in GSE-
Koordinaten, ist. Diese Konfiguration wird bei Vogt und Glassmeier (2000) mit η = 0
bezeichnet. Durch den Sonnenwind wird diese Symmetrie zerstört, die Feldlinien auf
der Tagseite werden gestaucht, während die auf der Nachtseite in den Schweif hin-
eingestreckt werden. Charakteristisch für diesen Quadrupol ist, daß er am geographi-
schen Nord- und Südpol jeweils einen magnetischen Pol der gleichen Polarität besitzt
und am Äquator einen polaren Ring der entgegengesetzten Polarität. Wie bereits beim
Pole-on-Dipol werden auch hier im Schweif zwei sogenannte Schweiflappen gebildet.
Die Stärke c0

2 = 24500 nT des Quadrupols ist so gewählt, daß die Energie w2 des
Quadrupols der Energie w1 eines Dipols der Stärke cm

1 = 30000 nT entspricht. Die Be-
rechnung der Energien und die daraus ergebende Bestimmung des Gaußkoeffizienten
c0

2 erfolgt nach Gleichung (2.31).
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(a) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1.
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(b) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1, c1
1 = 5000 nT.
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(c) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf senkrecht zu x, λ = 1.
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(d) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf parallel zu x, λ = 1.
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(e) Feld mit Schweifströmen, ci = ca =

0, λ = 0.15.
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Ebene bei x = −20Re, Parame-
ter wie in e.

Abbildung 4.6.: Feldlinien und Schweifströme eines zonalen Quadrupols der Stärke c0
2 =

24500 nT (außer in b).
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Die Abbildungen 4.6a und b zeigen den Feldlinienverlauf in einer abgeschlossenen
Magnetosphäre bei einem starken Feld von c0

2 = 24500 nT und einem schwachen Feld
von c0

2 = 5000 nT. Die Größe der Magnetosphäre ist im Fall des schwachen Feldes um
ungefähr ein Drittel kleiner (siehe auch Tabelle 4.1).
Für die offene Magnetosphäre werden wieder die Durchlässigkeitsparameter ci = 0.1
und ca = 0.9 gewählt. In den Abbildungen 4.6c und d werden zwei Beispiele von offe-
nen Magnetosphären gezeigt. Ist das interplanetare Magnetfeld wie in Abbildung 4.6c
senkrecht zur x-Achse in GSE-Koordinaten, werden die Feldlinien in der einen Hemi-
sphäre in Richtung des Äquators gestaucht. Die Feldlinien sind weiterhin geschlossen.
Auf der anderen Hemisphäre werden die Feldlinien aufgebrochen und gehen als offene
Feldlinien in das interplanetare Magnetfeld über. Im Fall, daß das Magnetfeld paral-
lel zur x-Achse ist, ändert sich auf der Tagseite wenig im Gegensatz zur Nachtseite.
Verglichen mit dem Magnetfeld eines Dipols fällt das Feld eines Quadrupols schneller
ab. Dadurch spielt das interplanetare Magnetfeld im Schweif eine wesentlich größere
Rolle als im Fall eines Dipols, wie in Abbildung 4.6d deutlich wird.
Bei einer Streckung der Feldlinien im Schweif (Abbildung 4.6e) werden durch diese
Verzerrung Ströme generiert. Abbildung 4.6f zeigt den Verlauf der Ströme in der y-z-
Ebene in einer Entfernung von x = −20Re vom Erdmittelpunkt aus gemessen. In der
Mitte bildet sich, wie auch beim Pole-on-Dipol, eine ringförmige Struktur aus. Zwei
weitere Zentren für halbkreisförmige Ströme sind in der Äquatorebene am Rand der
Magnetopause zu finden.

Ein weiterer interessanter Fall ist die Konfiguration, die bei Vogt und Glassmeier
(2000) mit η = 1 bezeichnet wird. Dies entspricht einem magnetischen Quadrupol-
moment Qyy oder den von Null verschiedenen Gaußkoeffizienten c0

2 und c2
2, die durch

c0
2 = −

1√
12

c2
2 verknüpft sind. Interessant an dieser Konfiguration ist, daß Nullfeldlinien

auftreten. Da eine Darstellung der Feldlinien im zweidimensionalen sehr unanschau-
lich ist, wird auf die Behandlung dieser Konfiguration hier verzichtet.

4.4.4. Dipol-Quadrupol-Konfiguration

Natürlich sind verschiedenste Kombinationen von Dipol- und Quadrupolmoment vor-
stellbar und möglich. Als Beispiel ist hier die Überlagerung eines zonalen Dipols c0

1 =

5000 nT mit einem zonalen Quadrupol c0
2 = 23000 nT gewählt (Abbildung 4.7a). Diese

Werte wurden so gewählt, daß die magnetische Energie dieser Kombination gleich der
Energie des zonalen Dipols c0

1 = 30000 nT ist. Der erdnahe Bereich wird durch eine
komplizierte, im wesentliche quadrupolare Struktur beherrscht. So befindet sich an den
beiden geographischen Polen jeweils ein magnetischer Pol der gleichen Polarität und
nahe des Äquators ein polarer Ring der entgegengesetzten Polarität. Die Asymmetrie,
die darin besteht, daß der polare Ring nicht wie beim zonalen Quadrupol in der Äqua-
torebene liegt, ist bedingt durch den Beitrag des Dipol. Im Schweif hingegen dominiert
auf Grund des schnelleren Abfalls des Quadrupols der Dipolanteil das Magnetfeldes.
Das Besondere an dieser Dipol-Quadrupol-Kombination ist, daß Situationen auftreten
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(a) Geschlossene Magnetosphäre, ci =

ca = 0, λ = 1.
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(b) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf senkrecht zu x, λ = 1.
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(c) Offene Magnetosphäre, ci = 0.1, ca =

0.9, Bimf parallel zu x, λ = 1.
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(d) Feld mit Schweifströmen, ci = ca =

0, λ = 0.15.
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(e) Schweifstrom in der yz-
Ebene bei x = −20Re, Parame-
ter wie in e.

Abbildung 4.7.: Feldlinien und Schweifströme einer Dipol-Quadrupolkombination mit c0
1 =

5000 nT und c0
2 = 23000 nT.

82



4.4. Mögliche Paläomagnetfelder

können, in denen die Feldlinien des Dipols und Quadrupols antiparallel zu einander
sind und sich somit bei gleicher Feldstärke aufheben. Es entstehen dann sogenannte
neutrale Punkte. In Abbildung 4.7a befindet sich ein neutraler Punkt in der südlichen
Hemisphäre.
Die Öffnung der Magnetosphäre wirkt sich stärker auf der Nacht- als auf der Tagseite
aus (Abbildung 4.7b und c). Unterschieden werden muß hier wieder aus welcher Rich-
tung das interplanetare Magnetfeld einfällt. Im Fall, daß das interplanetare Magnetfeld
senkrecht zur x-Achse (Abbildung 4.7b) orientiert ist, werden die die Feldlinien auf
der einen Hemisphäre in Richtung der Erde komprimiert, während sie auf der anderen
Hemisphäre als offene Feldlinien in das interplanetare Magnetfeld übergehen. Ist das
interplanetare Magnetfeld parallel zu x-Achse (Abbildung 4.7c), so erstrecken sich die
nun offenen Feldlinien in den Schweif hinein.
Bei einer Streckung der Feldlinien im Schweif (Abbildung 4.7d) werden aus den ge-
schlossenen Schweiflinien in Abbildung 4.7a offene Feldlinien. Durch diese Verzer-
rung wird ein Strom generiert, wie er in Abbildung 4.7e zu sehen ist. Gut zu erkennen
ist die dipolare Struktur des Schweifs (vergleiche auch Abbildung 4.4f). Die Strom-
schicht ist im Gegensatz zur reinen Dipolkonfiguration aus der Äquatorebene heraus
verschoben und es handelt sich nicht mehr um eine ebene Schicht, sondern eine ge-
krümmte. Dieser Schichtstrom wird in nicht symmetrischer Weise über Ströme jeweils
in den beiden Hemisphären geschlossen.

83



4. Magnetfelder und Feldlinien

4.4.5. Simulierte Feldumkehrung

Ein realistisches Bild der Magnetfeldkonfigurationen während einer Feldumkehrung
bieten numerische Simulationen, wie sie von Glatzmaier und Roberts (1995) durchge-
führt und bereits in Abschnitt 2.4 vorgestellt wurden.
Die Entwicklung des Magnetfeldes ist in den Abbildungen 4.8 und 4.9 zu sehen.
Abbildung 4.8 zeigt die zeitliche Entwicklung der Gaußkoeffizienten des Dipol- und
des Quadrupolanteils dieser Simulation. Auf der linken Seite sind jeweils die „Beträ-
ge“ cm

n der Multipole aufgetragen, auf der rechten Seite die Drehwinkel λm
n um die

z-Achse. Sehr gut zu erkennen ist das „Umklappen“ des zonalen Dipolanteils von
c0

1 = −12000 nT auf c0
1 = +17500 nT. Der sektorielle Anteil c1

1 ändert sich vom Be-
trag her kaum, aber er dreht sich in nicht vorhersagbarer Weise um die z-Achse. Auch
der Quadrupolanteil zeigt kein eindeutiges Verhalten, sondern springt innerhalb einer
Größenordnung. Zur Zeit der Feldumkehrung ist der Quadrupolanteil nicht signifikant
größer als zu anderen Zeiten. Daß die höheren Multipolanteile während der Polum-
kehrung eine nicht unerhebliche Rolle spielen, liegt an der Abnahme des Dipols, denn
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(b) Entwicklung des Quadrupolanteils.

Abbildung 4.8.: Entwicklung der Gaußkoeffizienten bis zum Grad n = 2 während einer si-
mulierten Feldumkehrung. Auf der linken Seite sind jeweils die „Beträge“ c m

n der Multipole
aufgetragen, auf der rechten Seite die Drehwinkel λm

n um die z-Achse.
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4.4. Mögliche Paläomagnetfelder
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Abbildung 4.9.: Betrag des Magnetfeldes an der Erdoberfläche während einer simulierten
Feldumkehrung.
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4. Magnetfelder und Feldlinien

in diesem Zeitraum sind Dipol- und Quadrupolmoment von vergleichbarer Größe.
In Abbildung 4.9 ist der Betrag des Magnetfeldes zu verschiedenen Zeiten während
der Feldumkehrung zu sehen. Die dipolare Struktur des Magnetfeldes ist 15000 Jahre
vor der Umkehrung deutlich zu erkennen. Das Feld ist mit 27000 nT maximal an den
geographischen Polen und mit 11000 nT minimal am Äquator. Bereits 1000 Jahre vor
der Umkehrung tritt der Quadrupolanteil deutlich hervor. Während der Feldumkehrung
sind auf der südlichen Hemisphäre zwei Maxima und auf der nördlichen Hemisphäre
und am Äquator jeweils ein Minimum zu finden. Der maximale Magnetfeldbetrag sinkt
auf 6000 nT.
Die Abnahme des Magnetfeldes und die Änderung der Konfiguration während der
Polumkehrung führen auch zu einer Änderung in der Struktur und Größe der Magne-
tosphäre. Die Größe der jeweiligen Magnetosphäre wurde nach den Methoden aus
Abschnitt 4.2 bestimmt. Abbildung 4.10 zeigt die Entwicklung der Magnetosphären-
größe an Hand der Standoffdistanz und des Schweifradius während der 30000 Jahre
der Simulation von Glatzmaier (persönliche Mitteilung). Das Verhältnis dieser beiden
Größen ist mit 1:2 beibehalten worden. Der Schweifradius beträgt vor und nach der
Feldumkehrung ungefähr 14Re. Während der Umkehrung sinkt dieser Wert auf 5Re.
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Abbildung 4.10.: Entwicklung des Magnetopausenradius Rm und der Standoffdistanz Rs wäh-
rend einer simulierten Feldumkehrung.

4.5. Vergleich der Magnetosphärenmodelle

In den Kapitel 2.1, 2.6.3.1 und 3 wurden drei verschiedene Magnetfeldmodelle vorge-
stellt: zum einen die Kugelfunktionsentwicklung ohne Magnetosphäre und zum ande-
ren ein sphärisches und ein zylindrisches Magnetosphärenmodell. In allen drei Model-
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Abbildung 4.11.: Geometrie der Magnetfeldmodelle. Dargestellt ist die sphärische Magne-
tosphäre mit dem Radius Rs und die zylindrische Magnetosphäre mit dem Zylinder auf der
Nachtseite und der Halbkugel auf der Tagseite mit dem Magnetosphärenradius Rm und der
Standoffdistanz Rs. Die Standoffdistanz Rs im zylindrischen Modell entspricht dem Magneto-
sphärenradius Rm im sphärischen Modell.

len geht die Stärke des Magnetfeldes über die Gaußkoeffizienten ein, zusätzlich gibt
es noch unterschiedliche geometrische Parameter. Abbildung 4.11 zeigt die Geometrie
der Modelle.

Zu sehen ist die sphärische Magnetosphäre mit dem Radius Rs und der Erde im Zen-
trum und die zylindrische Magnetosphäre bestehend aus einem Zylinder mit dem Radi-
us Rm auf der Nachtseite und der Halbkugel mit demselben Radius Rm auf der Tagseite.
Die Erde liegt dabei innerhalb der Halbkugel und ihr Abstand zur Magnetopause wird
durch die Standoffdistanz Rs beschrieben.

In Abbildung 4.12 sind für einen zonalen Dipol der heutigen Stärke die Feldlinien un-
ter der Verwendung der verschiedenen Magnetfeldmodelle zu sehen. Von links nach
rechts sind die zylindrische Magnetosphäre, die sphärische Magnetosphäre und die
Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre dargestellt. Im Fall der Multipolentwick-
lung ohne Magnetosphäre und der sphärischen Magnetosphäre ist das Magnetfeld ro-
tationssymmetrisch bezüglich der z-Achse. Im Fall der zylindrischen Magnetosphäre
liegt diese Symmetrie nicht vor. Verglichen mit der Multipolentwicklung ohne Magne-
tosphäre wird das Magnetfeld in der zylindrischen Magnetosphäre auf der Tagseite,
also in der Halbkugel, gestaucht und auf der Nachtseite im Zylinder gestreckt. In der
sphärischen Magnetosphäre wird es auf der Tag- und auf der Nachtseite gleichermaßen
gestaucht. Auf der Tagseite läßt sich das Magnetfeld der zylindrischen Magnetosphä-
re recht gut durch das einfachere Modell der sphärischen Magnetosphäre darstellen.
Doch bereits in den Regionen unter- und oberhalb der Pole treten Abweichungen auf.
Auf der Nachtseite im Schweif läßt sich das sphärische Modell gar nicht mehr verwen-
den. In diesem Fall eignet sich die Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre besser.
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Abbildung 4.12.: Feld eines zonalen Dipols in der zylindrischen und der sphärischen Magne-
tosphäre sowie ohne Magnetosphäre (von links nach rechts).

Um eine bessere Vorstellung von den Unterschieden des sphärischen Modells bzw. der
Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre vom zylindrischen Modell zu bekommen,
wurden die Abweichungen b des Betrages und die Abweichungen α des Winkel für
verschiedene Kugelschalen bestimmt:

b = 1 −
| Bi|
| Bzylinder |

, (4.20)

cosα =
Bi · Bzylinder

| Bi|| Bzylinder |
. (4.21)

Der Index i gibt hier wahlweise das Magnetfeld der Multipolentwicklung ohne Ma-
gnetosphäre und das Feld der sphärischen Magnetosphäre an. Abbildung 4.13 zeigt
die maximalen Abweichung des Magnetfeldbetrages und der Winkelabweichung auf
einer Kugelschale mit dem Radius r. Der Radius r ist hier in Einheiten der Standoff-
distanz angegeben. Untersucht werden die Konfigurationen eines zonalen Dipols (c0

1),
eines Pole-on-Dipols (c1

1) und eines zonalen Quadrupols (c0
2). Dabei wird deutlich, daß

das Magnetfeld einer Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre (Abbildung 4.13a)
nicht so stark von dem Feld einer zylindrischen Magnetosphäre abweicht wie das Feld
in einer sphärischen Magnetosphäre (Abbildung 4.13b). So ist z. B. im Vergleich der
zylindrischen Magnetosphäre mit einer Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre die
Abweichung des Magnetfeldbetrages bis zu einer Entfernung von r = 0.4Rs kleiner als
3%, und die Winkelabweichungen liegen unter 1.5◦. Beim Vergleich mit einer sphäri-
schen Magnetosphäre werden Abweichungen dieser Größe bereits in einer Entfernung
r = 0.25Rs erreicht. Zu beachten ist, daß es sich hierbei um jeweils die maximale Ab-
weichung auf einer Kugelschale handelt. Es wird also nicht nach Tag- und Nachtseite
unterschieden. Die großen Abweichungen im Fall der sphärischen Magnetosphäre sind
durch das Fehlen des Schweifes begründet.
In Tabelle 4.2 sind für die verschiedenen Magnetfeldkonfigurationen (zonaler Dipol,
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(a) Vergleich zwischen Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre und zylindrischer
Magnetosphäre.
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(b) Vergleich von sphärischer und zylindrischer Magnetosphäre.

Abbildung 4.13.: Magnetfeldabweichungen durch unterschiedliche Magnetosphärenformen.
Dargestellt ist die maximal Abweichung b des Betrages und die maximale Abweichung α des
Winkel auf jeweils einer Kugelschale mit dem Radius r. Es sind Abweichungen für den zonalen
Dipol (c0

1), den Pole-on-Dipole (c1
1) und den zonalen Quadrupol (c0

2) untersucht worden.

Zonaler Dipol Pole-on-Dipol Zonaler Quadrupol
cm

n [nT] Re[Rs] Re[Rs] Re[Rs]
30000 0.100 0.133
25000 0.110 0.143 0.211
20000 0.125 0.154 0.222
10000 0.133 0.200 0.267
5000 0.200 0.250 0.308

Tabelle 4.2.: Erdradien gemessen in Standoffdistanzen für die drei verschiedenen Magnetfeld-
konfigurationen (zonaler Dipol, Pole-on-Dipol und zonaler Quadrupol) bei unterschiedlichen
Feldstärken.
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4. Magnetfelder und Feldlinien

Pole-on-Dipol und zonaler Quadrupol) der Erdradius in Einheiten der Standoffdistanz
für unterschiedliche Feldstärken angegeben. Wie oben gezeigt wurde, liegt die Grenze,
bei der der Einfluß der Magnetosphärenform auf das Magnetfeld keine Rolle mehr
spielt bzw. die Abweichungen kleiner als 3% sind, bei ungefähr Rs = 0.25. Ist man
am Magnetfeld an der Erdoberfläche oder im erdnahen Raum interessiert, so reicht
es aus, die Berechnungen mittels einer Multipolentwicklung durchzuführen, wenn die
Magnetosphäre größer als 4Re ist. Bei kleineren Magnetosphären, wie z. B. im Fall
c0

2 = 5000 nT kann diese Grenze auch unterhalb der Erdoberfläche liegen, so daß der
Einfluß der Magnetosphärenform bereits an der Erdoberfläche zu spüren ist.
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5. Hochenergetische Teilchen in der
Magnetosphäre

Das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphäre beeinflußt die Bewegung hochenerge-
tischer, geladener Teilchen und damit auch die Teilchenflüsse in die Atmosphäre. In
diesem Kapitel wird die Bewegung kosmischer Teilchen in unterschiedlichen Paläo-
magnetosphären betrachtet, um letztendlich die Teilcheneinfälle auf die Erde zu cha-
rakterisieren.
Der erste Teil dieses Kapitels behandelt die technischen Aspekte der Teilchenunter-
suchungen, wie die Bestimmung von Teilchenbahnen (Abschnitt 5.1) innerhalb der
Magnetosphäre, die Definition von Cutoffbreiten bzw. Impaktflächen für den Einfall
von Teilchen auf die Erdoberfläche und die Berechnung von Teilchenflüssen (Ab-
schnitt 5.5). Auch wird gezeigt, wie sich die Teilchenbahnen für verschiedene Ma-
gnetosphärengrößen skalieren lassen (Abschnitt 5.2). Der zweite Teil des Kapitels be-
schäftigt sich mit den Ergebnissen. In den Abschnitten 5.3 und 5.4 werden die zu un-
tersuchenden Teilchen klassifiziert, und es werden die Teilchenverteilungen im Außen-
raum der Magnetosphäre festgelegt. Ausgehend von diesen Anfangszuständen werden
die Teilchenbahnen innerhalb der Magnetosphäre bestimmt, um daraus Cutoffbreiten
und Impaktflächen zu berechnen (Abschnitt 5.6). Weiterhin wird der Einfluß der Ma-
gnetosphärenform bzw. des Magnetosphärenmodells auf den Teilcheneinfall auf die
Erde untersucht (Abschnitt 5.7).

5.1. Berechnung der Teilchentrajektorien

5.1.1. Bestimmung der Trajektorien mittels Leapfrog-Verfahren

Bei der Bestimmung der Magnetfeldlinien wurde bereits das Runge-Kutta-Verfahren
zur Lösung einer Differentialgleichung erster Ordnung vorgestellt (Abschnitt 4.1). Ei-
ne Alternative zu diesem Verfahren bietet das Leapfrog-Verfahren, wie es von Birds-
dall und Langdon (1985) beschrieben wird. Es handelt sich hierbei um eine sehr ein-
fache und genaue Methode zur Lösung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Hierbei wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung

m
d2 r

dt2
= q

d r

dt
× B (5.1)
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5. Hochenergetische Teilchen in der Magnetosphäre

in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung

d r

dt
= v, (5.2)

m
d v

dt
= q v × B (5.3)

zerlegt. Da auf der rechten Seite von Gleichung (5.1) nur die Lorentzkraft steht, die
keine Wirkung auf den Betrag der Geschwindigkeit hat, gilt die Differentialgleichung
und ihre Zerlegung auch für den relativistischen Fall.
Beim Leapfrog-Verfahren benutzt man ein zeitversetztes Schema, d. h. die Orte r i
werden zu ganzen Zeitschritten i · ∆t und die Geschwindigkeiten vi zu halben Zeit-
schritten (i + 1

2 ) · ∆t betrachtet.
Mit der Notation ri = r(i ·∆t), vi+1/2 = v((i+ 1

2 ) ·∆) und entsprechend für die anderen
Größen lassen sich die Gleichungen (5.2) und (5.3) in Differenzenschreibweise wie
folgt angeben

ri+1 − ri

∆t
= vi+1/2, (5.4)

vi+1/2 − vi−1/2

∆t
=

q
m

vi × Bi =
q

2m
( vi+1/2 + vi−1/2) × Bi. (5.5)

Um vi+1/2 zu bestimmen, werden die Terme der Gleichungen (5.5) umsortiert, wie es
bei Motschmann (WS 1996/97) gezeigt wird:

vi+1/2 −
q∆t
2m

vi+1/2 × Bi = vi−1/2 +
q∆t
2m

vi−1/2 × Bi. (5.6)

Das Vektorprodukt v × B kann man auch in Matrixschreibweise B · v angeben:

v × B = B · v

vyBz − vzBy = B11vx + B12vy + B13vz

vzBx − vxBz = B21vx + B22vy + B23vz

vxBy − vyBx = B31vx + B32vy + B33vz

B =

























0 Bz −By

−Bz 0 Bx

By −Bx 0

























. (5.7)

Unter Verwendung der Einheitsmatrix I läßt sich nun Gleichung (5.6) umformen:

I vi+1/2 −
q∆t
2m

B
i
· vi+1/2 = vi−1/2 +

q∆t
2m

vi−1/2 × Bi. (5.8)

Den Vektor vi+1/2 kann man nun nach dem Distributivgesetz ausklammern:

( I − q∆t
2m

B
i
) · vi+1/2 = ( I +

q∆t
2m

B
i
) · vi−1/2, (5.9)
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5.1. Berechnung der Teilchentrajektorien

Bildet man dann zu der auf der linken Seite stehenden Matrix die Inverse und multi-
pliziert sie von links an die Gleichung, erhält man ein Ergebnis für die Geschwindig-
keit vi+1/2 und mit Gleichung (5.4) die Lösung für die Teichenbahn ri+1

vi+1/2 = ( I − q∆t
2m

B
i
)−1( I +

q∆t
2m

B
i
) · vi−1/2, (5.10)

ri+1 = ri + ∆t · vi+1/2. (5.11)

Das Magnetfeld B muß entweder in analytischer oder diskreter Form an jeder Stütz-
stelle vorliegen. Im nächsten Abschnitt wird darauf eingegangen, wie der Zeitschritt∆t
zu wählen ist, damit die numerische Berechnung der Teilchenbahnen stabil ist.
Abbildung 5.1 zeigt die Bahnen hochenergetischer kosmischer Protonen (1 GeV) in
einem zonalen Dipolfeld c0

1 = 30000 nT. Dargestellt sind hier nur einige Teilchenbah-
nen, deren Anfangsgeschwindigkeit radial zur Erde gerichtet ist. In dem vorliegenden
Beispiel werden die Teilchen in der Magnetosphäre reflektiert und verlassen diese wie-
der.
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Abbildung 5.1.: Bahnen hochenergetischer Teilchen (1 GeV) in der Magnetosphäre für ein
zonales Dipolfeld c0

1 = 30000 nT.

Die Teilchenbahnen lassen sich in verschiedenen Gruppen zusammenfassen.

• Vorbeigehende Teilchen: Sowohl mit als auch ohne Magnetfeld gelangen diese
Teilchen nicht bis zur Erde. Im allgemeinen handelt es sich hierbei um Teilchen
mit einem sehr großen Einfallswinkel, die sich entweder nahezu geradlinig an
der Erde vorbeibewegen, weil sie im schwachen Fernfeld der Erde nicht abge-
lenkt werden, oder aber deren Ablenkung im erdnäheren Feld nicht ausreicht,
um als fokussierte Teilchen zur Erde zu gelangen.
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• Direkt einfallende Teilchen: Diese Teilchen gelangen sowohl mit als auch ohne
Magnetfeld zur Erde. Im wesentlichen handelt es sich hierbei um radial einfal-
lende Teilchen bzw. nahezu radial einfallende Teilchen, die auch im Magnetfeld
nicht oder nur schwach abgelenkt werden.

• Reflektierte Teilchen: Ohne Magnetfeld würden diese Teilchen zur Erde gelan-
gen. Durch die Lorentzkraft werden diese Teilchen im Magnetfeld abgelenkt
bzw. reflektiert und verlassen die Magnetosphäre wieder.

• Fokussierte Teilchen: Ohne Magnetfeld würden sich diese Teilchen mehr oder
weniger gradlinig an der Erde vorbeibewegen. Durch das Magnetfeld werden sie
nun so abgelenkt, daß sie die Erde erreichen.

5.1.2. Wahl des Zeitschrittes

Der Zeitschritt ∆t sollte zum einen so klein wie nötig gewählt, damit die numerische
Berechnung stabil bleibt, er sollte aber auch so groß wie möglich gewählt werden,
damit nicht unnötig viele Rechenschritte durchgeführt werden müssen, die zu einem
großen Zeitaufwand führen können, denn es soll nicht nur eine Teilchenbahn, sondern
mehrere Tausend berechnet werden.
Das Magnetfeld, in dem sich das Teilchen befindet, ist nicht homogen, sondern wird
mit Annäherung an den Planeten stärker. In einem größeren Magnetfeld wird ein elek-
trisch geladenes Teilchen stärker abgelenkt als in einem kleineren. Daher ist es sinn-
voll, für die Zeitkonstante ∆t nicht einen festen Wert zu wählen, sondern diesen nach
der Stärke der Bahnkrümmung zu wählen. Die Bahnkrümmung kann man aus der Be-
wegungsgleichung bestimmen, wie im folgenden gezeigt werden soll.
Die Bewegungsgleichung für ein elektrisch geladenes Teilchen im Magnetfeld lautet:

m
d v

dt
= q v × B und (5.12)

v =
d r

dt
(5.13)

Mit v = ds/dt, wobei s die Länge der Teilchenbahn beschreibt, läßt sich die rechte
Seite umformen und man erhält:

mv2 d2 r

ds2
= q v × B ⇒

d2 r

ds2
=

q
mv2

v × B. (5.14)

Die Krümmung einer Kurve im Raum wird durch die zweite Ableitung nach der Kurve
beschrieben (Bronstein und Semendjajew, 1989):

1
ρ2
=

(

d2 r

ds2

)2

. (5.15)

94



5.1. Berechnung der Teilchentrajektorien

Hierbei ist ρ der Krümmungsradius und r der Ortsvektor zum entsprechenden Punkt
der Kurve.
Setzt man diese beiden Gleichungen ineinander ein, so ist die Krümmung der Kurve
gegeben durch

1
ρ2
=

q2

m2v4
( v × B)2 =

q2

m2v4
(v · B · sinα)2 (5.16)

⇒ ρ =
mv

|q|B sinα
. (5.17)

Der Winkel α ist hierbei der sogenannte Pitchwinkel, also der Winkel zwischen der
Teilchengeschwindigkeit und dem Magnetfeld. ρ ist der Krümmungsradius.

Bei der Kreisbewegung eines klassischen Teilchens ist der Zeitschritt ∆t mit der Bahn-
geschwindigkeit v und dem Bahnsegment ∆s = ρ∆β wie folgt verknüpft:

∆t = v∆s = vρ∆β
(5.17)
=

m∆β
|q|B sinα

, (5.18)

wobei ρ der Kreisradius und ∆β der überstrichene Winkel ist.
Als Alternative zur theoretischen Berechnung des Krümmungsradius, wie es eben ge-
schehen ist, bietet sich die direkte Berechnung an, die sich aus der Definition des
Krümmungsradius in Gleichung (5.15) ergibt:

1
ρ2
=

(

d2x
ds2

)2

+

(

d2y
ds2

)2

+

(

d2z
ds2

)2

. (5.19)

Hierbei ist ρ der Krümmungsradius und x, y, z sind die Ortskoordinaten der Kurve. Mit
vx = vdx/ds läßt sich die Krümmungsgleichung auch wie folgt

1
ρ2
=

1
v2













(

dvx

ds

)2

+

(

dvy

ds

)2

+

(

dvz

ds

)2










(5.20)

schreiben.
Zunächst wurden die Teilchenbahnberechnungen an einfachen Beispielen überprüft.
Der einfachste Fall ist ein homogenes Magnetfeld entlang einer der Koordinatenach-
sen. Das Teilchen bewegt sich dann auf einer Kreisbahn (mit einem konstanten Radius
ρ) in der Ebene senkrecht zur gewählten Achse. Es wurde dabei getestet, ob der Betrag
der Geschwindigkeit v und der Kreisradius ρ konstant bleiben. Damit diese Testkrite-
rien auch nach 40000 Berechnungsschritten der Teilchenbahn numerisch erfüllt sind,
wird der Zeitschritt ∆t mit

∆t = f
m∆β
|q|B sinα

, f = 0.005 (5.21)

gewählt.
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Ein weiterer einfacher Fall ist die Bewegung eines Teilchens in der Äquatorebene eines
Dipolfeldes, wie es bei Willis et al. (1997) gezeigt wird. Das Teilchen bewegt sich
in der Ebene senkrecht zur Dipolachse. Das Führungszentrum dieser Bewegung ist
wiederum ein Kreis. Zusätzlich wird noch eine Gyrationsbewegung um dieses Zentrum
herum ausgeführt. Auch hier muß wieder gelten, daß der Betrag der Geschwindigkeit,
sowie der Radius des Kreises konstant bleiben muß. Beides wurde für unterschiedliche
Dipolstärken und Teilchengeschwindigkeiten überprüft und bestätigt.
Zur Verifikation der Teilchenbahn läßt sich auch die tatsächliche Krümmung bzw. der
Krümmungsradius in jedem Punkt der Bahn nach Gleichung (5.20) mit dem theoreti-
schen Wert vergleichen, der sich nach Gleichung (5.16) berechnen läßt. Betrachtungen
für unterschiedliche Magnetfeldkonfigurationen und Teilchenenergien zeigen bei obi-
ger Wahl des Zeitschrittes eine gute Übereinstimmung.

5.2. Ähnlichkeit und Skalierbarkeit von
Teilchentrajektorien

Da die Berechnung von vielen unterschiedlichen Teilchenbahnen sehr zeitaufwendig
werden kann, wird nach einer Möglichkeit gesucht, Teilchenbahnen zu skalieren oder
Klassen von Teilchen zu finden, die sich auf gleichen Bahnen bewegen.
In Abschnitt 5.1.2 wurde der Krümmungsradius der Teilchenbahn bestimmt, und Glei-
chung (5.17) gibt ihn mit

ρ =
mv

|q|B sinα
an. Gleiche Teilchenbahnen haben in jedem Punkt ihrer Bahn den gleichen Krüm-
mungsradius ρ. Der Pitchwinkel α und der Magnetfeldbetrag B sind keine Teilchenei-
genschaften. Verbleibt noch der Ausdruck

|q|
mv
, (5.22)

der auch magnetische Steifigkeit genannt wird. Ist die Steifigkeit für verschiedene Teil-
chen gleich, so bewegen sie sich bei gleichen Anfangsbedingungen auf gleichen Bah-
nen. Mit anderen Worten: Ein Teilchen mit der Masse m und der Geschwindigkeit v
bewegt sich im Magnetfeld B auf derselben Bahn wie ein Teilchen mit der doppelten
Masse und der halben Geschwindigkeit im selben Magnetfeld oder wie ein Teilchen
mit der doppelten Geschwindigkeit in einem zweimal so großen Magnetfeld.
Von besonderem Interesse sind in dieser Arbeit die Abhängigkeit der Bahnen vom
Magnetfeld und der Geschwindigkeit bzw. Energie eines Teilchens. Das Magnetfeld
ist charakterisiert durch das Dipol- und Quadrupolmoment, sowie durch die Größe der
Magnetosphäre. In Kapitel 4.3 wurde beschrieben, auf welche Art und Weise sich das
Magnetfeld skalieren läßt. Mit Gleichung (5.17) läßt sich der Krümmungsradius dann
als

ρ( r̃) =
(Rm/Rm,0)n+2

cm
n /c

m
n,0

mv
|q|B0( r̃) sinα

(5.23)
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schreiben, wobei konstante Sonnenwindbedingungen vorausgesetzt werden. Der Vek-
tor r̃ gibt die relative Position in Bezug auf die Magnetosphäre an. Somit gibt es nur
zwei Möglichkeiten der Skalierung von Teilchentrajektorien:

1. Teilchen mit gleicher Steifigkeit mv/|q| beschreiben gleiche Bahnen im selben
Magnetfeld,

2. gleiche Teilchen (m, v, q) bewegen sich in einem durch Rn+2
m /c

m
n = const skalier-

ten Magnetfeld auf gleiche Bahnen (Abschnitt 4.3).

Die zweite Skalierungsrelation spiegelt zwei Aspekte der Interpretation wieder. Er-
stens: Es gilt B( r̃) = B0( r̃), d. h. das Magnetfeld an der Magnetopause ist von der
Stärke des Multipolmoments unabhängig. Somit können Teilchen, die für B0 nicht in
die Magnetosphäre gelangen, es auch nicht für das skalierte B. Zweitens: Teilchen mit
hohen Energien (Protonen mit einer Energie wesentlich größer als 10 GeV) werden im
heutigen Feld nur wenig abgelenkt und erreichen die Atmosphäre, während Teilchen
mit kleineren Energien stärker abgelenkt und bei einem Abstand rref reflektiert werden
und die Magnetosphäre wieder verlassen. Auf Grund der Skalierungsrelation ist rref

gemessen in Rm konstant. Wird z. B. im heutigen Feld ein Teilchen bei rref = 0.5Rm

reflektiert, so geschieht dieses auch in einem kleineren Feld. In diesem Fall hat Rm

einen kleineren Wert, die relative Lage der Erdoberfläche hingegen hat einen größeren
Wert mit r̃e = Re/Rm (wie bereits in Kapitel 4.3 erläutert wurde). Somit kann es wegen
r̃e > rref sein, daß Teilchen, die heute innerhalb der Magnetosphäre reflektiert werden,
in einem kleineren Feld bis zur Atmosphäre gelangen, wenn r̃ < rref.

5.3. Kosmische Teilchen

Die hochenergetischen Teilchen im erdnahen Raum lassen sich durch ihre jeweilige
Orts- und Winkelverteilung und durch ihr Energiespektrum charakterisieren. Insbeson-
dere das Energiespektrum spielt eine entscheidende Rolle bei atmosphärischen Prozes-
sen.
Die verschiedenen Teilchenpopulationen, die für atmosphärische Prozesse von Inter-
esse sind, sollen hier kurz in vereinfachter Darstellungsweise aufgezählt werden:

• Galaktische kosmische Strahlung:
nahezu isotrop einfallende, hochenergetische Teilchen in einem Energiebereich
von wenigen MeV bis einigen GeV.
Kosmische Teilchen haben ihren Ursprung außerhalb der Heliosphäre.

• Solare hochenergetische Teilchen:
anisotrop einfallende, energetische Teilchen in einem Energiebereich bis zu we-
nigen 10 MeV.
Solare Teilchen haben ihren Ursprung auf der Sonne und werden bei solarer
Aktivität in Flares und an der damit verbundenen interplanetaren Stoßwelle be-
schleunigt.
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• Ringstromteilchen:
anisotrop verteilte Teilchen in einem Energiebereich kleiner als 1 MeV.
Die Ringstromteilchen, auch als gefangene Teilchen bezeichnet, gelangen wäh-
rend magnetischer Teilstürme in die Magnetosphäre und führen dort im Erd-
magnetfeld eine aus Gyration, Spiegelung und Drift überlagerte Bewegung aus.
Liegt der Spiegelpunkt innerhalb der Atmosphäre, werden die Teilchen in atmo-
sphärische Prozesse eingebunden und gehen dort verloren.

Diese Arbeit beschränkt sich auf die galaktische kosmische Strahlung. Dabei werden
Protonen in einem Energiebereich von 1 MeV-10 GeV betrachtet. Es wird angenom-
men, daß die Teilchen isotrop auf die Erdmagnetosphäre treffen. Eine kurze Zusam-
menfassung über kosmische Strahlung wird von Kallenrode (2000) gegeben. Weitere
Betrachtungen sind bei Bieber et al. (2000) zu finden.
Die Quellen der galaktischen kosmischen Strahlung befinden sich außerhalb des Son-
nensystems, aber noch innerhalb unserer Galaxie. Nur die sehr hochenergetischen Teil-
chen können ihren Ursprung auch außerhalb der Galaxie haben. Die kosmische Strah-
lung, die auf der Erde ankommt, setzt sich aus sämtlichen bekannten Elementen zu-
sammen. Am stärksten vertreten sind dabei Protonen und α-Teilchen. Eins der ersten
Energiespektren der kosmischen Strahlung ist von Meyer et al. (1974) veröffentlicht
worden und wird bis heute als gültiges Spektrum verwendet. Die Spektren der einzel-
nen Elemente können abschnittsweise durch Potenzgesetze der Form

I(E) = I0 ·
(

E
E0

)γ

(5.24)

beschrieben werden. Kallenrode (persönliche Mitteilung, 2001) nimmt beispielsweise
für das Energiespektrum von Protonen folgende Werte an:

Energiebereich [MeV] I0 [1/m2 sr s MeV] E0 [MeV] γ

50 - 300 0.8 50 1.0
300 - 700 8.0 300 0.0

700 - 10000 8.0 700 -1.5

Tabelle 5.1.: Das Energiespektrum der kosmischen Strahlung läßt sich abschnittsweise durch
Potenzgesetze beschreiben. Hier sind die Parameter für das Spektrum der Protonen bei mittlerer
solarer Aktivität angegeben.

Die Intensität kosmischer Teilchen mit einer Energie unterhalb von 5 GeV hängt stark
von der Sonnenaktivität ab: Sie verhält sich antizyklisch zum Sonnenzyklus. Maxi-
malen Einfluß hat der Sonnenzyklus auf Teilchen mit einer Energie von 100 MeV,
während die Intensität bei höher energetischen Teilchen (4 GeV) nur noch bis zu 20%
schwankt. In dieser Arbeit werden kosmische Teilchen bei mittlerer solarer Aktivität
betrachtet. Abbildung 5.2 zeigt das Energiespektrum der in die Erdatmosphäre ein-
dringenden Protonen, das sich nach Gleichung (5.24) und Tabelle 5.1 ergibt.
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Abbildung 5.2.: Energiespektrum der in die Erdatmosphäre eindringenden kosmischen Proto-
nen (Kallenrode, 2001).

Verschiedene Wechselwirkungen der kosmischen Strahlung mit dem interstellaren und
interplanetaren Medium führen dazu, daß die Verteilung der kosmischen Teilchen, die
auf die Magnetosphäre der Erde treffen, näherungsweise isotrop ist. Zu diesen Wech-
selwirkungen gehören Stoßprozesse und Beugung an Unregelmäßigkeiten des inter-
stellaren bzw. interplanetaren Magnetfeldes (Meyer et al., 1974).
Protonen in dem hier betrachteten Energiebereich müssen relativistisch behandelt wer-
den. Die relativistische Masse eines Teilchens ist gegeben durch m = m0/

√

1 − v2/c2,
so daß sich die kinetische Energie und die Geschwindigkeit durch

E = (m − m0)c2 = m0c2















1
√

1 − v2/c2
− 1















(5.25)

⇒ v = c

√

1 −
m2

0c4

(E + m0c2)2
(5.26)

ineinander umrechnen lassen.

Um einen Eindruck zu gewinnen, wie sich kosmische Teilchen des hier betrachteten
Energiebereiches im Erdmagnetfeld verhalten, wird der Gyrationsradius dieser Teil-
chen in Erdnähe betrachtet. Dieser wurde bereits in Gleichung (5.17) mit

rg =
mv

qB sinα

angegeben. Man beachte, daß sowohl die Teilchenmasse als auch die Geschwindigkeit
relativistisch angesetzt werden müssen. Erst bei hinreichend großem Gyrationsradius
werden geladene Teilchen nur geringfügig ablenkt und nicht reflektiert. Von Interesse
ist daher der minimale auftretende Gyrationsradius. Somit wird sinα = 1 angenom-
men. Dies ist der Fall, wenn sich ein Teilchen senkrecht zum Magnetfeld bewegt.
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Abbildung 5.3.: Gyrationsradien hochenergetischer kosmischer Teilchen bei einer Feldstärke
von 7500 nT. Dies ist die maximale Feldstärke für einen Dipol heutiger Stärke im Abstand von
1 Re über der Erdoberfläche.

Abbildung 5.3 zeigt die minimalen Gyrationsradien für hochenergetische Teilchen bei
einer Magnetfeldstärke von 7500 nT. Dies entspricht der maximale Feldstärke für einen
Dipol heutiger Stärke im Abstand von 1 Re über der Erdoberfläche. Dort beträgt der
minimale Gyrationsradius erst für die hochenergetischen Teilchen mit einer Energie
von 8 GeV etwas mehr als einen halben Erdradius. D. h. statt auf die Erdoberfläche
zu gelangen, werden diese Teilchen im Erdmagnetfeld reflektiert und verlassen die
Magnetosphäre wieder. Somit spielt selbst bei diesen Energien die Ablenkung durch
das Erdmagnetfeld eine wichtige Rolle.

5.4. Anfangsbedingungen für Teilchenbahnen

In dieser Arbeit werden nur kosmische Teilchen betrachtet, die in erster Näherung als
räumlich isotrop verteilt angenommen werden. Die Berechnungen der Teilchenbahnen
erfolgt für jede Teilchenenergie einzeln (siehe Abschnitt 5.3). Alle Teilchenbahnen
starten auf einer zur Erde konzentrische Kugel, wie in Abbildung 5.4 zu sehen ist. Die
Anfangsorte der Teilchenbahnen sind auf dieser Kugel gleichverteilt. In den meisten
Berechnungen in Abschnitt 5.6 wurden 5400 verschiedene Startorte gewählt. In jedem
dieser Punkte starten mehrere Bahnen mit jeweils verschiedenen Einfallswinkel (in den
meisten Fällen 1350 verschiedene Winkel). Die Winkel sind ebenfalls gleichverteilt.
Um eine Gleichverteilung der Orte und Winkel zu erhalten, wird wie folgt vorgegan-
gen: Es wird ein festes Gitter ∆ϑ-∆λ gebildet. In jedem dieser Gittermaschen starten
gleich viele Teilchenbahnen. Da die Gittermaschen unterschiedlich groß sind, wird je
nach Größe der Gittermasche ein Gewicht zugeordnet. D. h. ein Teilchen, das am Pol
startet, wo die Maschen kleiner sind, hat ein kleineres Gewicht als ein Teilchen, das
am Äquator startet. Gleiches gilt auch für die Winkel, die ebenfalls gewichtet werden.
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Abbildung 5.4.: Anfangsorte und -geschwindigkeiten der Teilchenbahnen.

Je nach Einfallswinkel, Teilchengeschwindigkeit, die sich aus der Teilchenenergie er-
gibt, und Startort durchqueren die Teilchen die Kugel, ohne auf die Magnetosphäre
zu treffen, oder sie gelangen in die Magnetosphäre, werden dort abgelenkt und verlas-
sen die Magnetosphäre wieder, oder sie treffen auf die Erde. Registriert werden alle
Teilchen, die auf der Erdatmosphäre ankommen. Dabei werden nicht die Anzahl der
Bahnen gezählt, sondern es werden die Teilchen mit ihrer Gewichtung aufaddiert. Der
Radius Ra der Erdatmosphäre wird mit Ra = Re + 100 km festgelegt. Dieser Radius ist
auch stets gemeint, wenn im weiteren Verlauf dieser Arbeit mal Teilcheneinfälle auf
die Erde und mal von in die Atmosphäre gesprochen wird.

Bei der Berechnung der Teilchenbahnen werden in den Beispielfällen für den zonalen
und den Pole-on-Dipol sowie für den zonalen Quadrupol skalierte Magnetfelder, wie
sie in Abschnitt 4.3 vorgestellt wurden, verwendet. In Abschnitt 5.2 wurde gezeigt,
daß Teilchen in zueinander skalierbaren Magnetosphären gleiche Bahnen beschreiben.
Somit kann man den Teilcheneinfall auf der Erdatmosphäre für mehrere verschiedene
Magnetfelder gleichzeitig bestimmen, indem man für jedes Magnetfeld den Teilchen-
einfall auf dem dazugehörigen relativen Erdradius bestimmt. In Abbildung 5.4 sind
zwei dieser Radien eingezeichnet. Die Wahl der Magnetfeldstärken für die einzelnen
Konfigurationen sind in Tabelle 4.1 zusammengefaßt.

Für die in dieser Arbeit betrachteten Teilchen sind die Gebieten, in die Teilchen auf
die Erde einfallen, unabhängig von der Größe der Kugel, auf der die Teilchenbahnen
starten. Dieses gilt nicht für die Anzahl der einfallenden Teilchen, weshalb mit nor-
mierten Teilcheneinfällen gearbeitet werden muß (siehe Abschnitt 5.5). Vorausgesetzt
wird, daß die tagseitige Magnetosphäre vollständig innerhalb dieser Startkugel liegt.
Das bedeutet auch, daß das Magnetfeld im hinteren Schweif keinen Einfluß auf Teil-
chen des hier betrachteten Energiebereichs hat. Daß diese Vermutung gerechtfertigt
ist, wird in Abschnitt 5.7 gezeigt.
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5.5. Bestimmung von Teilcheneinfällen in die
Atmosphäre

Um die Verteilung einfallender Teilchen in der Atmosphäre zu charakterisieren, wer-
den verschiedene Größen vorgestellt, die sogenannte Cutoffbreite und die Impaktfläche
und die damit verbundenen Impaktgebiete, der relative Teilcheneinfall und das Ener-
giespektrum der einfallenden Teilchen.
Die Cutoffbreite β definiert diejenige geographische Breite, die Gebiete voneinander
trennt, in die Teilchen in die Atmosphäre gelangen bzw. nicht gelangen, wie auch
in Abbildung 5.5 zu sehen ist. Die Cutoffbreite ist eine sehr anschauliche Größe für
symmetrische Magnetfeldkonfigurationen, wie z. B. den zonalen Dipol.
Für nicht symmetrische Magnetfeldkonfigurationen bietet sich der Begriff einer Cu-
toffbreite nicht an. Um trotzdem eine Aussage über die Verteilung der einfallenden
Teilchen treffen zu können, wird der Begriff des „Impaktgebietes“ und der „Impakt-
fläche“ hier eingeführt. Die Impaktgebiete sind all jenen Gebieten, in denen Teilchen
einfallen. In Abbildung 5.5 entspricht das den dunkelgrauen Flächen. Die Impaktflä-
che ist ein Maß für die Gesamtfläche, in der Teilchen einfallen, gemessen in Prozent
der Erdoberfläche.
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60˚
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Abbildung 5.5.: Definition der Cutoffbreite und der Impaktgebiete.

Eine weitere interessante Größe ist der relative Teilcheneinfall η in die Atmosphäre
und das damit verbundene Energiespektrum Ia.
Der relative Teilcheneinfall η wird definiert durch

η(E) =
N(E)
N0(E)

, (5.27)

wobei N die Gesamtzahl der aller Teilchen ist, die für eine gewisse, vorgegebene
Magnetfeldkonfiguration pro Energie in die Atmosphäre gelangen. Die Größe N0 be-
schreibt die Anzahl der Teilchen einer festen Energie, die auf die Erde gelangen, wenn
kein Magnetfeld vorhanden wäre. Im folgenden wird N0 auch als Nullfeldeinfallsrate
bezeichnet. Wie in Abschnitt 5.4 beschrieben, werden skalierte Magnetfelder verwen-
det, um die Teilchenbewegungen für mehrere Feldstärken einer Magnetfeldkonfigu-
ration zu bestimmen. Dabei werden die Teilchenbahnen auf einer Kugel außerhalb
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der Magnetosphäre gestartet und die Teilchen gezählt, die auf den verschieden großen
Erdkugeln ankommen. Um N0 zu bestimmen, wird ebenso vorgegangen, nur mit dem
Unterschied, daß das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphäre Null ist. Für jede Ma-
gnetfeldstärke erhält man also ein anderes N0.
Die Intensität der Strahlung gemessen am Erdboden wird durch das Energiespektrum
I(E) der kosmischen Strahlung (Meyer et al., 1974) angegeben, wie in Abschnitt 5.3
beschrieben.
Das Energiespektrum Ia der Teilchen in der Atmosphäre für ein beliebiges Paläomag-
netfeld läßt sich aus dem relativen Teilcheneinfall η und dem heutigen Energiespek-
trums I, das durch Gleichung 5.24 und Tabelle 5.1 gegeben ist, bestimmen. Dazu muß
zuerst der relative Teilcheneinfall ζ eines beliebigen Feldes bezügliche des heutigen
Feldes bestimmt werden:

ζ(E) =
η(E)
η(E)heute

. (5.28)

Das Energiespektrum Ia der kosmischen Strahlung in einer Paläomagnetosphäre ergibt
sich dann aus dem heutigen Spektrum I gewichtet mit der Größe ζ

Ia(E) = ζ(E)I(E). (5.29)

Zur Bestimmung der Cutoffbreite, der Impaktfläche und der Teilcheneinfälle werden
Teilchen von außen auf der Magnetosphäre gestartet und ihre Bahn verfolgt. Hierzu
wird die Bewegungsgleichung integriert, wie in Abschnitt 5.1 beschrieben wurde. Je
nach Startbedingungen (siehe Abschnitt 5.4) und kinetischer Energie durchqueren die
Teilchen die Magnetosphäre, werden reflektiert und verlassen die Magnetosphäre wie-
der, oder sie treffen auf die Erdatmosphäre, wo sie bei atmosphärischen Prozesse eine
Rolle spielen.
Zählt man nun alle auf die Erdatmosphäre treffenden Teilchen (N) und sortiert die
Auftrefforte nach geographischen Längen und Breiten, so kann man die Cutoffbreite
und Impaktfläche bestimmen. Weiterhin kann man aus der Teilchenanzahl N auch den
relativen Teilcheneinfall η und das Energiespektrum Ia in die Atmosphäre bestimmen.
Smart et al. (2000) berechnen Cutoffbreiten mit Hilfe des Magnetosphärenmodells von
Tsyganenko und vergleichen diese auch mit Messungen (Smart und Shea, 2001). Ne-
ben der Cutoffbreite werden auch Impaktgebiete für unterschiedliche Teilchenenergi-
en bestimmt. Die zu den Berechnungen herangezogenen Teilchenbahnen starten in der
oberen Atmosphäre mit einer radial nach außen gerichteten Anfangsgeschwindigkeit.
Registriert werden alle Bahnen, die die Magnetopause verlassen. Nachteil dieser Be-
rechnungen ist, daß zum einen nur radiale Anfangsgeschwindigkeiten benutzt werden.
Hierdurch werden viele mögliche Bahnen nicht betrachtet. Zum anderen erhält man
durch das Rechnen von innen nach außen eine sehr inhomogene Verteilung der Teil-
chen außerhalb der Magnetosphäre. Qualitative Betrachtungen des Teilcheneinfalls,
wie sie z. B. oben beschrieben wurden, sind somit nur sehr eingeschränkt möglich.
Die Cutoffbreiten, die sich für einen zonalen Dipol nach den Berechnungen der hier
vorliegenden Arbeit ergeben, stimmen gut mit den Ergebnissen von Smart und Shea
(2001) überein.
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5.6. Teilchen in möglichen Paläomagnetosphären

In Abschnitt 4.4 wurden mögliche Paläomagnetfelder vorgestellt. Es wurden ideali-
sierte Konfigurationen betrachtet, wie der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol und der
zonale Quadrupol, aber auch Paläokonfigurationen aus numerischen Simulationen.
Für diese Fälle sollen nun im folgenden die Teilcheneinfälle auf der Erde untersucht
werden. Dazu werden für jede Konfiguration bei unterschiedlichen Feldstärken die
Gebiete bestimmt, in die Teilchen einfallen. Ferner werden Cutoffbreite, Impaktfläche
und Teilchenflüsse quantifiziert. Zusätzlich werden für alle Magnetfeldkonfiguratio-
nen das Oberflächenfeld sowie die Radialkomponente des Magnetfeldes dargestellt.
Aus dieser Kenntnis kann man bereits auf die Gebiete rückschließen, in die Teilchen
bevorzugt einfallen. Zum einen kann es sich um Gebiete handeln, in denen ein schwa-
ches Magnetfeld herrscht, denn ein starkes Feld lenkt die Teilchen ab oder reflektiert
sie sogar. Zum anderen können es auch Gebiete sein, in denen das Magnetfeld vor-
wiegend eine radiale Komponente aufweist, denn geladene Teilchen unterliegen der
Lorentzkraft, die senkrecht zum Magnetfeld und der Geschwindigkeit des Teilchens
wirkt, so daß sich diese entlang der Magnetfeldlinien unbeeinflußt bewegen können.
Auch können Teilchen, die sich ohne Magnetfeld geradlinig an der Erde vorbeibewe-
gen, im Magnetfeld so abgelenkt werden, daß sie auf die Erde treffen.
Wie in den Abschnitt 5.3 und 5.4 bereits erläutert wurde, werden kosmische Teilchen
in einem Energiebereich von 1 MeV bis 8 GeV betrachtet. Die auf die Magnetosphäre
einfallenden Teilchen sind isotrop in Raum und Geschwindigkeit verteilt.

5.6.1. Zonaler Dipol

Das Magnetfeld eines zonalen Dipols (c0
1) wurde bereits in Abschnitt 4.4.1 vorgestellt.

In diesem Fall ist das Feld auf der Erdoberfläche symmetrisch bezüglich der Rota-
tionsachse (z-Achse), wobei es an den Polen maximal und am Äquator minimal ist
(Abbildung 5.6a). Auf Grund der vorwiegend radialen Magnetfeldlinien (siehe Abbil-
dung 5.6b) dringen die Teilchen bevorzugt in die polaren Regionen der Erdatmosphäre
ein. Abbildung 5.6c zeigt die Gebiete, in die Protonen mit der kinetischen Energie von
4 GeV im Fall eines zonales Dipolfeld der Stärke c0

1 = 30000 nT einfallen. Die Anzahl
der Teilchen ist direkt an den Polen am größten und nimmt mit abnehmender geogra-
phischer Breite ab, bis hin zur Cutoffbreite βcutoff = 35◦. In den gestrichelten Bereich
dringen keine Teilchen ein.
Abbildung 5.6d verdeutlicht die Abhängigkeit der Cutoffbreite βcutoff von der Teilchen-
energie und der Magnetfeldstärke. Es gelangen keine Teilchen in geographische Brei-
ten β < βcutoff. Die durchgezogene Linie stellt die Cutoffbreite für ein Feld heutiger
Stärke dar. Teilchen mit einer Energie von 60 MeV dringen lediglich in den pola-
ren Breiten bis zu 70◦ geographischer Breite ein, während Teilchen mit Energien von
8 GeV auch in niedrige Breiten von 20◦ gelangen. Die hier berechneten Cutoffbreiten
stimmen sehr gut mit Berechnungen von Smart und Shea (2001) überein. Nimmt das
Magnetfeld drastisch ab, z. B. auf c0

1 = 5000 nT (gepunktete Linie), so gelangen bereits
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Abbildung 5.6.: Teilcheneinfall für einen zonalen Dipol.
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Teilchen mit einer kinetischen Energie etwas über 1 GeV in die niedrigen Breiten von
30◦, und mit einer Energie oberhalb von 2 GeV treffen sie auch am Äquator ein. Für
die niedrigen Energien des betrachteten Bereiches ändert sich die Cutoffbreite nicht so
stark. Der Einfall dieser Teilchen beschränkt sich auch in schwachen Magnetfeldern
auf die polaren und mittleren Breiten.
Die Fläche, auf die Teilchen einfallen, ist die sogenannte Impaktfläche, wie sie in Ab-
bildung 5.6e dargestellt ist. Auch hier gibt die durchgezogene Linie wieder die Ver-
hältnisse in einem Feld heutiger Stärke an. Teilchen mit kinetischen Energien unter
100 MeV bedecken weniger als 10 % der Erdoberfläche, während Teilchen mit Ener-
gien von 8 GeV bereits in 80 % der Erdatmosphäre gelangen. In einem schwachen Ma-
gnetfeld von c0

1 = 5000 nT fallen bereits Teilchen mit einer Energie von 2 GeV überall
auf der Erde ein. In diesem Fall gelangen zum einen Teilchen auch in Gebiete, in die
bei heutiger Feldstärke keine Teilchen eindringen. Zum anderen treffen auch Teilchen
mit niedrigeren Energien, die in stärkeren Feldern reflektiert worden sind, nun auf die
Erde.
Beide Prozesse tragen zu einer Erhöhung des Teilchenflusses in die Atmosphäre bei.
Um diesen Teilchenfluß besser zu beschreiben, wird der relative Teilcheneinfall η (Ab-
bildung 5.6f) und das Energiespektrum Ia (Abbildung 5.6g) der einfallenden Teilchen
betrachtet. Der relative Teilcheneinfall η = N/N0 gibt an, wieviele Teilchen N der je-
weiligen Energien bei unterschiedlichen Magnetfeldern auf der Erde ankommen im
Verhältnis zur Teilchenzahl N0, die die Erde ohne Erdmagnetfeld erreichen. Für klei-
ne Teilchenenergien (kleiner als 1 GeV) liegt der relative Teilcheneinfall unter 20 %,
und er unterscheidet sich bezüglich verschiedener Magnetfeldstärken nur wenig von
der heutigen Einfallsrate (durchgezogenen Linie). Anders verhält es sich bei hohen
Teilchenenergien. Während beim heutigen Feld (c0

1 = 30000 nT) gerade mal 30 % der
Teilchen mit einer Energie von 4 GeV auf die Erde gelangen, sind es in schwachen
Feldern (c0

1 < 10000 nT) bereits über 90 %.
Abbildung 5.6g zeigt das Energiespektrum der einfallenden Teilchen. Die durchgezo-
gene Linie gibt das heutige Spektrum an, wie es in Abschnitt 5.3 vorgestellt wurde.
Für Teilchen in schwächeren Magnetfeldern erwartet man eine größere Intensität als
heute. Dies ist auch für Teilchenenergien größer als 1 MeV der Fall, nicht aber für klei-
nere Teilchenenergien. Hier tritt nämlich ein statistisches Problem auf, daß zu wenige
Stichproben vorhanden sind. Wie in Abschnitt 5.5 eingeführt, ist die Anzahl N0 der in
die Atmosphäre gelangenden Teilchen für jede Magnetfeldstärke unterschiedlich. Es
treffen teilweise nur weniger als 100 Teilchenbahnen in die Erdatmosphäre, und oft
tritt der Fall auf, daß die Bahnen, die in einem schwachen Feld auf der Erde enden,
auch diejenigen Bahnen sind, die in einem starken Feld zur Erde gelangen. D. h. die
Anzahl N ist für alle Magnetfeldstärken gleich, nicht aber N0. Für schwache Magnet-
felder ist der relative Teilcheneinfall auf Grund einer zu geringe Stichprobenumfang
zu klein. Dies wirkt sich natürlich auch auf das Energiespektrum aus. Bei der Bestim-
mung der Cutoffbreite bzw. der Impaktfläche wirkt sich die schlechte Statistik nicht so
sehr aus, weil in diesen Fällen lediglich von Interesse ist, ob und wo Teilchen in die
Atmosphäre gelangen, aber nicht, wieviele.
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5.6.2. Pole-on-Dipol

Im Fall eines Pole-on-Dipols (c1
1) befinden sich die magnetischen Pole in der Äquatore-

bene, einer auf der sonnenzugewandten und einer auf der sonnenabgewandten Seite,
wie bereits in Abschnitt 4.4.2 erläutert. In diesen Regionen ist der Betrag des Magnet-
feldes maximal, während es auf einem Großkreis, der durch die geographischen Pole
geht, minimal ist (siehe Abbildung 5.7a). In den Gebieten maximaler Feldstärke ist
das Feld vorwiegend radial gerichtet (Abbildung 5.7b), so daß geladene Teilchen hier
besonders einfach eindringen können, wie Abbildung 5.7c zeigt.
Die Definition einer Cutoffbreite ist in diesem Fall nicht ganz einfach. Abbildung 5.7c
veranschaulicht, wie die Cutoffbreiten für einen Pole-on-Dipol in dieser Arbeit defi-
niert werden. Es gelangen keine Teilchen in geographische Breiten β > βcutoff. Zu be-
achten ist allerdings, daß es auch für Breiten β < βcutoff Gebiete gibt, in die keine Teil-
chen einfallen. Wie Abbildung 5.7d zeigt, gelangen Teilchen mit niedrigen Energien
von ungefähr 100 MeV vorwiegend in äquatoriale Gebiete bis zu einer Breite von 20◦.
Höherenergetischen Teilchen (8 GeV) kommen in einem starken Feld (durchgezogene
Linie) auch in mittlere Breiten bis zu 75◦. In einem schwachen Magnetfeld (gepunkte-
te Linie) treffen in diesen Regionen bereits Teilchen mit einer Energie von 2 GeV ein,
während höherenergetische Teilchen bis zu den geographischen Polen kommen.
Für niedrige Teilchenenergien (<100 MeV) hängt die Impaktfläche nur wenig von der
Stärke des Magnetfeldes ab, sie beträgt weniger als 10 % der Erdoberfläche. Für Teil-
chen mit höheren Energien hängt die Impaktfläche hingegen stark von der Stärke des
Magnetfeldes ab, in dem sich die Teilchen bewegen. In einem Feld der heutigen Stärke
(c1

1 = 30000 nT) erreichen Teilchen mit einer Energie von 8 GeV nur ungefähr 80 %
der Erdoberfläche, während Teilchen mit einer Energie von 2.5 GeV in einem schwa-
chen Feld (c1

1 = 5000 nT) überall auf die Erde gelangen.
Um den Teilcheneinfall zu quantifizieren, wird der relative Teilcheneinfall η, also die
Teilchenanzahl relativ gemessen zur Teilchenanzahl, die ohne Magnetfeld in die At-
mosphäre gelangt. (Abbildung 5.7f) und das Energiespektrum Ia der in die Atmosphä-
re einfallenden Teilchen (Abbildung 5.7g) bestimmt. Für Teilchenenergien unterhalb
1 GeV beträgt der relative Teilcheneinfall nur wenige Prozent. Mit zunehmender Teil-
chenenergie steigt auch der relative Teilcheneinfall an. So gelangen für Teilchenener-
gien von 8 GeV bei einem Magnetfeld der heutigen Stärke ungefähr die Hälfte aller
Teilchen in die Erdatmosphäre wie im Fall ohne Erdmagnetfeld. Bei schwächerem
Magnetfeld werden sogar bis zu 100 % der Nullfeldeinfallsrate erreicht. Auf Grund
der kleineren Magnetopause ist die Strecke, auf der die Teilchen im Magnetfeld ab-
gelenkt werden können, kleiner und somit wird auch die durchschnittliche Ablenkung
der Teilchen geringer. Teilchen, die im starken Feld abgelenkt oder reflektiert werden,
erreichen somit die Erde. Ein zweiter Effekt, der dazu führt, daß mehr Teilchen in die
Atmosphäre gelangen, ist die Fokussierung von Teilchen. D. h. Teilchen, die sich im
Nullfeld geradlinig fortbewegen und somit die Erde nicht treffen, werden unter Um-
ständen im Magnetfeldes so abgelenkt werden, daß sie auf die Atmosphäre gelangen.
Das Energiespektrum (Abbildung 5.7g) sieht ähnlich aus wie im Fall eines zonalen
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Abbildung 5.7.: Teilcheneinfall für eine Pole-on-Dipol.
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Dipols. Bei vergleichbaren Magnetfeldstärken sind auch entsprechend gleiche Kurven
des Energiespektrums zu finden. Für hohe Teilchenenergien und schwache Magnetfel-
der ist die Intensität Ia ungefähr doppelt so groß wie im heutigen Fall (gestrichpunk-
tete). Für niedrige Teilchenenergien kleiner als 500 MeV tritt auch hier wieder das
Problem des zu geringen Stichprobenumfanges auf, wie es bereits in Abschnitt 5.6.1
erläutert.

5.6.3. Zonaler Quadrupol

In Abschnitt 4.4.3 wurde das Magnetfeld eines zonalen Quadrupols (c0
2) vorgestellt.

Der Betrag dieses Multipols ist an der Erdoberfläche wie auch beim zonalen Dipol
symmetrisch bezüglich der Rotationsachse der Erde, wobei das Feld maximal an den
Polen ist und minimal in den mittleren geographischen Breiten. Zur Äquatorebene hin
steigt die Feldstärke wieder etwas an (Abbildung 5.8a). Wie in Abbildung 5.8b zu
sehen ist, ist das Magnetfeld in den polaren und äquatorialen Regionen vorwiegend
radial gerichtet, so daß hier die Teilchen bevorzugt einfallen. Abbildung 5.8c zeigt
die Impaktgebiete für Teilchen mit einer Energie von 4 GeV in einem Feld der Stär-
ke c0

2 = 24500 nT. Für den Fall eines zonalen Quadrupols werden zwei Cutoffbreiten
definiert, die polare Cutoffbreite βcutoff1 und die äquatoriale Cutoffbreite βcutoff2. In dem
hier gezeigten Beispiel ist βcutoff1 = 55◦ und βcutoff2 = 20◦. Der gestrichelte Bereich
zeigt an, in welche Gebiete keine kosmischen Teilchen gelangen. Die Verteilung der
Impaktgebiete ist symmetrisch zum Äquator.
Die Abhängigkeit der beiden Cutoffbreiten von der Teilchenenergie und der Magnet-
feldstärke sind in Abbildung 5.8d zu sehen. Keine Teilchen gelangen in die Breiten,
die zwischen den beiden Kurven liegen. Die durchgezogene Linie gibt die Cutoffbrei-
ten für einen zonalen Quadrupol an, dessen Stärke der heutigen Dipolstärke entspricht.
Die Umrechnung der Dipolstärke in die Quadrupolstärke geschieht über die magneti-
sche Energie (siehe Abschnitt 2.2). Teilchen mit kinetischen Energien unterhalb von
100 MeV fallen vorwiegend in den polaren Regionen bis zu einer Breite von β = 70◦

auf die Erde ein und in den äquatorialen Gegenden bis zu einer Breite von β = 10◦ ein,
während Teilchen mit kinetischen Energien größer als 8 GeV alle Gebiete auf der Erde
erreichen. In kleineren Magnetfeldern ist dies bereits für Teilchen mit einer Energie
von 2 GeV der Fall.
Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der Impaktfläche wider (Abbildung 5.8e). Für
Teilchenenergien kleiner als 100 MeV werden weniger als 20 % der Erdoberfläche er-
reicht. Für größere Energien muß unterschieden werden, wie stark das Feld ist, in dem
sich die Teilchen bewegen. In großen Feldern (c0

2 = 24500 nT) ist die vollständige
Überdeckung der Erde erst für eine Teilchenenergie von mehr als 8 GeV erreicht, in
kleinen Feldern hingegen sind 2 GeV ausreichend.
Auch hier gilt wie bei den vorangegangenen Magnetfeldkonfigurationen, daß bei gerin-
geren Feldstärken zum einen auch in Gebiete Teilchen einfallen, in denen bei heutiger
Feldstärke keine zu finden sind. Zum anderen treffen auch Teilchen mit niedrigeren
Energien, die in stärkeren Feldern reflektiert werden, ebenfalls auf die Erde. Etwas ge-
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Abbildung 5.8.: Teilcheneinfall für eines zonalen Quadrupol.
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nauer wird der Teilcheneinfall durch den relativen Teilcheneinfall η in Abbildung 5.8f
und durch das Energiespektrum Ia der in die Atmosphäre eindringenden Teilchen in
Abbildung 5.8g beschrieben. Für kleine Teilchenenergien bis zu 500 MeV gelangen
weniger als 20 % der Nullfeldeinfallsrate auf die Erde, während es bei großen Energi-
en (8 GeV) je nach Magnetfeldstärke sogar 60-100 % sein können. Für alle Teilchen-
energien nimmt der relative Teilcheneinfall mit schwächer werdendem Feld zu.
Abbildung 5.8g gibt das Energiespektrum Ia der in die Atmosphäre gelangenden Teil-
chen an. Die Kurvenverläufe für die drei Magnetfeldstärken der Quadrupolkonfigurati-
on sind sich sehr ähnlich. Zum Vergleich ist das heutige Energiespektrum eingezeich-
net (gestrichpunktete Linie). Bei einer zum heutigen Feld vergleichbaren Magnetfeld-
stärke c0

2 = 24500 nT fällt das Energiespektrum für Teilchenenergien größer 500 MeV
mit dem heutigen Spektrum zusammen. Für schwächere Felder die Intensität Ia grö-
ßer als heute. So ist sie z. B. für hohe Energien größer als 2 GeV ungefähr doppelt so
hoch. Besonders starke Unterschiede gibt es für niedrige Teilchenenergien kleiner als
500 MeV. Die Abweichungen betragen für einzelne Teilchenenergien teilweise mehr
als eineinhalb Größenordnungen. Der gesamte Energieeintrag in die Atmosphäre ist in
Quadrupolmagnetosphären wesentlich größer als im heutigen Fall.

5.6.4. Dipol-Quadrupol-Konfiguration

Das in dieser gemischten Konfiguration betrachtete Feld setzt sich aus einem schwa-
chen Dipol (c0

1 = 5000 nT) und einem starken Quadrupol (c0
2 = 23000 nT) zusammen,

wie bereits in Abschnitt 4.4.4 erläutert. Die Ähnlichkeiten dieser Konfiguration zur
Quadrupolkonfiguration in Abschnitt 5.6.3 ist daher sowohl beim Magnetfeld an der
Erdoberfläche als auch bei den Teilcheneinfällen in die Atmosphäre gegeben. Die ma-
gnetische Energie dieser Konfiguration ist vergleichbar mit der Energie des zonalen
Quadrupols c0

2 = 24500 nT. Im Gegensatz zum reinen Quadrupolfall ist der Betrag
des Magnetfeldes nicht symmetrisch zum Äquator. Das Maximum an einem Pol (in
diesem Fall dem Nordpol) wird durch den Dipolanteil verstärkt, während es am an-
deren Pol abgeschwächt wird. Nahe dem Äquator befindet sich ein weiteres schwach
ausgeprägtes, lokales Maximum. Die gleiche Asymmetrie findet sich in der Radial-
komponente (Abbildung 5.9b) und schließlich auch in der Verteilung der Impaktge-
biete (Abbildung 5.9c) wieder. Die Teilchen fallen vorwiegend in den polaren und in
den äquatorialen Gebieten ein, wobei das äquatoriale Einfallsgebiet nach Süden hin
verschoben ist.
Auf Grund der Asymmetrie wird in dieser Magnetfeldkonfiguration auf die Bestim-
mung der Cutoffbreiten verzichtet und lediglich die Impaktfläche (Abbildung 5.9d)
betrachtet. Diese gibt an, wie groß das von Teilchen getroffene Gebiet ist. Im Fall ei-
nes starken Feldes (c0

1 = 5000 nT und c0
2 = 23000 nT) ist die Impaktfläche ähnlich

der eines reines Quadrupols der Stärke c0
2 = 24500 nT, wie im vorangegangenen Ab-

schnitt besprochen wurde. Teilchen mit niedrigen Energien von ungefähr 100 MeV
treffen 10 % der Erdoberfläche, während Teilchen mit Energien größer als 8 GeV über-
all in die Atmosphäre gelangen. In einem schwachen Magnetfeld (c0

1 = −2000 nT und
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äc

h
e]

819240962048102451225612864

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

0

(d) Impaktfläche.

g0

1
= 5000 nT, g0

2
= 23000 nT

g0

1
= −2000 nT, g0

2
= 4000 nT

E[MeV]

η
[%

]

8192409620481024512256128

100

80

60

40

20

0

(e) Relativer Teilcheneinfall.

g0

1
= 5000 nT, g0

2
= 23000 nT

g0

1
= −2000 nT, g0

2
= 4000 nT

heute

E[MeV]

I a
[1

/m
2
sr

s
M

eV
]

8192409620481024512256128

100

10

1

0.1

(f) Energiespektrum.

Abbildung 5.9.: Teilcheneinfall für eine Dipol-Quadrupol-Konfiguration.
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c0
2 = 4000 nT), das einen ähnlichen Feldverlauf wie das starke Feld aufweist, erreichen

bereits Teilchen mit einer Energie von 1 GeV die gesamte Erdoberfläche.
Der erhöhte Teilcheneinfall in die Erdatmosphäre wird durch den relativen Teilchen-
einfall η und das Energiespektrum Ia näher beschrieben (Abbildung 5.9e und f). Wie
zu erwarten ist, steigt der relative Teilcheneinfall mit zunehmender Teilchenenergie an.
Im Fall des starken Magnetfeldes (durchgezogene Linie) ist der relative Teilcheneinfall
ähnlich groß wie bei einer reinen Quadrupolkonfiguration, weil sich hier der Dipolan-
teil nur eine geringe Rolle spielt. Bei 8 GeV gelangen etwa 60 % der Teilchen in die
Atmosphäre, die auch ohne Magnetfeld eindringen würden. Auf Grund der geringen
Ausdehnung der Magnetosphäre (Rm = 9 Re im Vergleich zu Rm = 13 Re für das starke
Magnetfeld) und der schwachen Feldstärke erreichen im zweiten Fall (gestrichelte Li-
nie) wesentlich mehr Teilchen die Erde. Bei einer Teilchenenergie von 2 GeV beträgt
der relative Teilcheneinfall bereits 90 %.
Für den Fall des starken Magnetfeldes (durchgezogene Linie in Abbildung 5.9f) ist
das Energiespektrum vergleichbar mit dem Fall des reinen Quadrupols entsprechender
Stärke. Für Energien größer als 500 MeV fällt das Spektrum mit dem heutigen Spek-
trum zusammen (gestrichpunktete Linie). Für kleinere Energien ist die Intensität bis
zu einer Größenordnung höher. Im Fall des schwachen Magnetfeldes (gestrichelte Li-
nie) sieht die Kurve des Energiespektrums ähnlich aus, ist aber für alle Energien im
ungefähr eine Größenordnung nach oben verschoben.

5.6.5. Simulierte Feldumkehrung

Numerische Simulationen (Glatzmaier und Roberts, 1995) bieten ein realistisches Bild
über das Verhalten des Magnetfeldes während einer Feldumkehrung. Das Magnetfeld
an der Erdoberfläche zu verschiedenen Zeitpunkten der Simulation wurde bereits in
Abschnitt 4.4.5 beschrieben und in Abbildung 4.9 vorgestellt, so daß in diesem Ab-
schnitt lediglich auf die Radialkomponente des Magnetfeldes eingegangen wird, die
ja bereits Hinweise darauf liefert, in welche Gebiete Teilchen einfallen. Dargestellt
sind wieder drei verschiedene Zeitpunkte der simulierten Feldumkehrung: 15000 und
1000 Jahre vor der Umkehrung sowie zum Zeitpunkt der Umkehrung.
Im ersten Fall, also 15000 Jahre vor der Umkehrung weist das Magnetfeld im wesent-
lichen dipolare Strukturen auf. An den Polen ist das Magnetfeld auf der Erdoberfläche
radial, während es am Äquator tangential verläuft (Abbildung 5.10a). Somit dringen
Teilchen vorwiegend an den Polen in die Atmosphäre ein, wie es auch beim heutigen
Magnetfeld der Fall ist. Dargestellt sind hier die Gebiete, in die Teilchen mit der Ener-
gie von 256 MeV einfallen (Abbildung 5.10b). Dieses sind die polaren Regionen bis
zu einer mittleren Breite von ungefähr 60◦.
Auch 1000 Jahre vor der Umkehrung dominiert der Dipolanteil des Magnetfeldes noch,
aber die höheren Multipole, hier insbesondere der Quadrupolanteil, treten nun in Er-
scheinung (Abbildung 5.10c). Der Betrag des Magnetfeldes ist auf ungefähr ein Drit-
tel seiner Größe gesunken, so daß nun mehr Teilchen in die Atmosphäre eindringen
können, die auch in Gebiete gelangen, die vorher nicht betroffen waren, wie Abbil-
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Abbildung 5.10.: Magnetfeld und Einfallsgebiete für Teilchen mit einer Energie von 256 MeV
während einer simulierten Feldumkehrung.

dung 5.10d zu entnehmen ist. Es fallen immer noch mehr Teilchen in den polaren als
in den äquatorialen Regionen ein. Fast die gesamte Erdoberfläche wird von Teilchen
mit einer kinetischen Energie von 256 MeV getroffen, ausgenommen ist sind Äquator-
regionen, wo die Radialkomponente des Magnetfeldes am schwächsten ist.
Während der Magnetfeldumkehrung spielen die höheren Multipolanteile eine größere
Rolle als der Dipolanteil. Besonders ausgeprägt ist in diesem Fall der Quadrupolanteil
c1

2. Die Radialkomponente des Magnetfeldes weist im Südpazifik und im Südindik
sowie in Nordamerika und Osteuropa ein Maximum auf (Abbildung 5.10e). Dieses
sind auch die Gebiete, in denen die meisten Teilchen mit einer Energie von 256 MeV
in die Atmosphäre eindringen (Abbildung 5.10f). Wenige Teilchen gelangen hingegen
bei Mittelamerika und Australien auf die Erde.
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Wieviele Gebiete von Teilchen getroffen werden, wird mit der Impaktfläche beschrie-
ben, wie sie in Abbildung 5.11a angegeben ist. Die durchgezogene Linie gibt die Im-
paktfläche 15000 Jahre vor der Feldumkehrung an. Es gelangen kaum Teilchen mit
einer Energie unter 50 MeV auf die Erde. Bei einer Energie von 1 GeV werden knapp
über 40 % der Erdoberfläche von Teilchen getroffen und bei Energien größer als 4 GeV
die gesamte Oberfläche. Bei den schwachen Magnetfelder 1000 Jahre vor (gestrichel-
te Linie) und während der Magnetfeldumkehrung (gepunktete Linie) gelangen sogar
Teilchen mit Energien von wenigen MeV überall in die Atmosphäre. Bereits bei Teil-
chenenergien von 10 MeV wird über ein Viertel der Erdoberfläche von diesen Teilchen
getroffen und bei Energien über 500 MeV ist es die komplette Erdoberfläche.
Während der Magnetfeldumkehrung fallen zum einen mehr Teilchen ein und zwar
auch in Gebiete, die in „normalen“ Zeiten nicht betroffen sind. Zum anderen gelangen
aber auch Teilchen mit niedriger Energie in die Atmosphäre, die sonst in der Magne-
tosphäre abgelenkt und reflektiert werden. Auch Teilchen, die sich ohne Magnetfeld
geradlinig an der Erde vorbeibewegen, werden nun von der Magnetosphäre einfangen
und erreichen ebenfalls die Erde. Der relative Teilcheneinfall η und das Energiespek-
trum Ia geben nähere Informationen darüber, wieviele Teilchen in die Erdatmosphä-
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Abbildung 5.11.: Teilcheneinfall während einer simulierten Feldumkehrung.
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re eindringen. Zum Zeitpunkt 15000 Jahre vor der Feldumkehrung überwiegt der Di-
polanteil. Dementsprechend verhält sich auch der relative Anteil (durchgezogene Linie
in Abbildung 5.11b). Für Energien kleiner als 500 MeV gelangen weniger als 20 % der
Teilchen in die Atmosphäre, die ohne Magnetfeld eindringen würden. Bei Energien
von 8 MeV sind es bereits über 80 %. Während der Feldumkehrung (gepunktete Linie)
und 1000 Jahre davor (gestrichelte Linie) erreichen wesentlich mehr Teilchen die Erde.
Für Energien kleiner als 500 MeV liegt der Teilchenbeitrag bereits bei über 60 % der
Nullfeldeinfallsrate und für Energien größer als 2 GeV bei 100 %.
Da das Magnetfeld 15000 Jahre vor der simulierten Polumkehrung eine geringere Feld-
stärke aufweist als heute, ist die Intensität der einfallenden Teilchen höher (durchgezo-
gene Linie in Abbildung 5.11c). Für Energien größer als 500 MeV unterscheiden sich
die Spektren um einen Faktor von zwei. Für kleinere Energien beträgt die Differenz ei-
ne Größenordnung. Die Energiespektren ist für 1000 Jahre vor der Umkehrung (gestri-
chelte Linie) und zum Zeitpunkt der Feldumkehrung (gepunktete Linie) sehr ähnlich.
Für niedrige Teilchenenergien (<500 MeV) ist die Intensität der in die Atmosphäre
eindringenden Teilchen bis zu zwei Größenordnungen höher als heute (gestrichpunk-
tete Linie). Für höhere Energien ist die Intensität nur doppelt so hoch im heutigen Fall.
Der Energieeintrag in die Atmosphäre durch kosmische Strahlung ist während einer
Magnetfeldumkehrung um ein vielfaches größer als es heute der Fall ist.

5.7. Einfluß des Magnetosphärenmodells auf die
Teilcheneinfälle

In Abschnitt 5.6 wurden Teilcheneinfälle für verschiedene Magnetfeldkonfigurationen
untersucht. Dabei zeigte sich, daß die Betrachtung der Radialkomponente des Magnet-
feldes an der Erdoberfläche bereits gute Hinweise liefert, in welche Gebiete Teilchen
eindringen. In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, daß das Magnetfeld an der Erdoberfläche
sich in den meisten Fällen gut durch einfachere Modelle, wie die Multipolentwicklung
oder das sphärische Magnetosphärenmodell beschreiben läßt.
Es stellt sich nun die Frage, inwieweit die Wahl des Modells sich auf die Teilchenein-
fälle in die Atmosphäre auswirken. Dazu werden für ein zonales Dipolfeld der heutigen
Stärke c0

1 = 30000 nT die Cutoffbreiten für die verschiedenen Modelle untersucht. Von
besonderem Interesse ist bei dieser Untersuchung der Einfluß der Schweifgeometrie.
Deshalb werden das zylindrische Modell mit Vakuumfeld (λ = 1), das zylindrische
Modell mit gestreckten Feldlinien im Schweif (λ = 0) und das sphärische Modell ver-
glichen. Abbildung 5.12 zeigt die Cutoffbreiten aufgetragen über den Teilchenenergi-
en.
Die Kurven für die beiden zylindrischen Magnetosphären sind nahe zu gleich. Der Ver-
lauf der Kurve für die sphärische Magnetosphäre weicht für Teilchenenergien kleiner
als 1 GeV signifikant von diesen ab. Daraus kann man schließen, daß für hochener-
getische Teilchen mit Energien größer als 1 GeV die genau Form der Magnetosphäre
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Abbildung 5.12.: Einfluß der Magnetosphärenform auf die Cutoffbreiten für verschiedene
Teilchenenergien in einem zonalen Dipolfeld.

keine Rolle mehr spielt. Diese Teilchen gelangen ohne wesentliche Ablenkung durch
die Lorentzkraft in den Bereich, wo die Abweichungen der einzelnen Modelle hinrei-
chend klein sind (siehe Abschnitt 4.5). Für Energien kleiner als 1 GeV macht sich die
Komprimierung der Magnetfeldlinien durch die sphärische Geometrie bemerkbar. Das
einfache Modell der sphärische Magnetosphäre stellt somit keine gute Alternative zum
zylindrischen Modell dar. Die Geometrie des Schweifes hingegen zeigt keine Auswir-
kungen im untersuchten Energiebereich, denn im Schweif ist das Magnetfeld so klein,
daß die Teilchen es ohne Ablenkung durchqueren können. Es kann also darauf verzich-
tet werden, die Schweifströme durch Streckung der Feldlinien zu modellieren. Damit
wird auch gerechtfertigt, daß nicht der gesamte Schweif in die Startkugel eingeschlos-
sen wird (siehe Abschnitt 5.4).
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5.8. Auswirkungen des Teilcheneinfalls auf die
Atmosphäre

Das Klima der Erde wird durch die in die Erdatmosphäre einfallende Strahlung, so-
wie durch ihre dortige Absorption und Abstrahlung bestimmt. Ändert sich eine dieser
Größen, so wirkt sich dies auf das gesamte Klima der Erde aus. Abbildung 5.13 zeigt
mögliche Konsequenzen des kosmische Strahlungseinfalls auf das Erdklima. Solare
und kosmische Teilchen mit einer Energie kleiner als 1 GeV gelangen im heutigen
Magnetfeld bis in die obere Stratosphäre in einer Höhe von 40 km über dem Erdbo-
den, wo sie die neutrale Atmosphäre ionisieren und über verschiedene Prozesse in die
untere Stratosphäre transportiert werden. Höher energetische Teilchen oder Ionen aus
Sekundärprozessen können auch in die Troposphäre eindringen, die sich bis zu einer
Höhe von etwa 20 km über dem Erdboden erstreckt. Die Ionisation der Atmosphäre in
verschiedenen Höhen hat unterschiedliche Prozesse zur Folge.

Einfall kosmischer und solarer Teilchen in die obere Atmosphäre

⇓ ⇓
Ionisation der oberen Stratosphäre Ionisation der Troposphäre

⇓ ⇓
Transport in die untere Stratosphäre Bildung von Kondensationskeimen

⇓ ⇓
Ozonabbau Wolkenbildung

⇓ ⇓

Absorption von UV-Strahlung;
Temperaturänderung der Stratosphäre

Reflektion und Absorption von
Strahlung;

Temperaturänderung auf der Erde

Abbildung 5.13.: Auswirkungen der kosmischen Strahlung auf das Klima.

Das Wettergeschehen der Erde und somit auch die Wolkenbildung spielt sich im we-
sentlichen in den unteren Schichten der Atmosphäre, also der Troposphäre ab. Aus
Beobachtungen von Svensmark und Friis-Christensen (1997) geht hervor, daß die Wol-
kenbildung mit dem Einfall kosmischer Strahlung korreliert. Zur Entstehung einer
Wolke reicht es nicht aus, den Wasserdampfgehalt in der Luft zu übersättigen, sondern
es werden noch sogenannte Kondensationskeime benötigt, an denen der Wasserdampf
kondensiert und somit Wassertropfen ausbildet. Primäre Teilchen, die als Kondensa-
tionskeime in Frage kommen, sind Staub- oder Salzteilchen. Sekundäre Teilchen sind
Moleküle verschiedener Spurengase. Eine besondere Rolle spielt dabei die übersät-
tigte gasförmige Phase der Schwefelsäure (Arnold et al., 2004). Durch den Einfall
hochenergetischer Teilchen werden die neutralen Teilchen der Atmosphäre ionisiert.

118



5.8. Auswirkungen des Teilcheneinfalls auf die Atmosphäre

Aus diesen molekularen Ionen bilden sich sogenannte Ionencluster, die durch Anla-
gerung von Schwefelsäure zu Kondensationskeimen heranwachsen. Da Schwefelsäure
in hohem Maße hygroskopisch ist, lagern sich Wasserdampfmoleküle an und bilden
Wassertropfen bzw. Wolken. Wolken reflektieren zum einen das Sonnenlicht und be-
grenzen somit die Aufwärmung der Erde durch direkte Sonneneinstrahlung. Zum an-
deren absorbieren sie aber auch die infrarote Strahlung, die von Erdboden und den
Ozeanen aus abgestrahlt wird und tragen somit zum Treibhauseffekt bei (Svensmark,
1998). Welcher dieser beiden Effekte überwiegt, hängt von der Höhe und der Zusam-
mensetzung der Wolken ab. Vereinfacht kann man sagen, daß dünne Wolken in großer
Höhe zur Erwärmung beitragen, während dichte Wolken in geringeren Höhen zur Ab-
kühlung der Erde führen.

Bei der Ionisation in der oberen Stratosphäre (Quack et al., 2001) werden die Hauptbe-
standteile der Atmosphäre Stickstoff N2, Sauerstoff O2 und Wasser H2O in die Stick-
oxide NOx und die Wasserstoff-Sauerstoffverbindungen HOx umgewandelt. Durch die
chemische Reaktionen, an denen HOx und Ozon O3 beteiligt sind, wird das Ozon in der
oberen Stratosphäre abgebaut. Da HOx mit einer Lebensdauer von wenigen Tagen sehr
kurzlebig ist, wird es nicht in weitere Transportprozesse eingebunden. Der Ozonabbau
durch diesen Prozeß ist also lokal und zeitlich begrenzt. Anders hingegen verhält sich
das NOx, dessen Lebensdauer mehrere Wochen bis wenige Monate umfaßt. Durch die
globale Zirkulation wird das NOx in die Polregionen transportiert und gelangt dort
durch die polaren Wirbel im jeweiligen Polarwinter in tiefere Höhen um die 30 km
über dem Erdboden. In dieser Höhe ist die Ozonkonzentration besonders hoch, so daß
die chemischen Reaktionen, an denen NOx und Ozon beteiligt sind, sehr effektiv zum
dortigen Ozonabbau beitragen (Sinnhuber et al., 2003). Die Ozonschicht wirkt zum
einen wie ein Filter für UV-Strahlung auf die Erde, und zum anderen beeinflußt das
Ozon auch die Temperatur in der Stratosphäre.

In einem zonalen Dipolfeld der heutigen Stärke dringen hochenergetische Teilchen
vorwiegend in den Polregionen in die Atmosphäre ein, und es entsteht NOx. Während
des polaren Winters wird das NOx in geringere Höhen nach unten transportiert und
trägt dort zum Ozonabbau bei. Dieser Prozeß kann auf Grund der Langlebigkeit des
NOx bis zu mehrere Monate andauern.
Reduziert man nun das Magnetfeld, so dringen zwar mehr Teilchen am Pol ein, aber es
gelangen auch Teilchen in niedrige Breiten, unter Umständen sogar bis in äquatoriale
Breiten. Die Ionisation der Atmosphäre findet also nicht nur an den Polen statt, sondern
überall auf der Erde. Durch die globale Zirkulation wird das NOx aus den niedrigen
Breiten zu den Polen transportiert und gelangt dort durch die polaren Wirbel in tiefere
Schichten, wo es zum Ozonabbau kommt. Der Ozonabbau in den Polregionen wird
hierdurch also verstärkt (Sinnhuber et al., 2003). Zusätzlich zu diesem Effekt ist auch
ein Ozonabbau in niedrigeren Breiten zu beobachten. Dieser hat seine Ursache darin,
daß die energiereichen Teilchen in einem reduzierten Feld auch in tiefere Schichten
gelangen können und dort zum Ozonabbau beitragen.
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Bei der Pole-on-Situation eines Magnetfeldes, das von der gleichen Stärke ist wie das
heutige Dipolfeld, dringen Teilchen hauptsächlich in der Äquatorregion in die Atmo-
sphäre ein. Durch die globale Zirkulation wird das NOx in die Polregionen transportiert
und gelangt dort in in tiefere Höhen, wo es zum Ozonabbau beiträgt. Da auf Grund der
begrenzten Lebensdauer nicht alle NOx-Moleküle in die Polregionen gelangen, um an
den dortigen Transportprozessen in tiefere Schichten teilzunehmen, ist der Ozonabbau
an den Polen in der Stratosphäre somit geringer als im heutigen Feld (Sinnhuber et al.,
2003).
Bei einem schwachen Magnetfeld während einer Feldumkehrung spielen gleich meh-
rere Aspekte eine Rolle. Zum einen gelangen mehr Teilchen in die Atmosphäre als
heute, und die Verteilung der Teilchen beschränkt sich nicht nur auf die polaren Regio-
nen. Es können also mehr Teilchen zu den Polen transportiert werden, wo sie in tiefere
Höhen gelangen, in denen der Ozonabbau stattfindet. Zum anderen wird die Erde nicht
mehr so stark durch das Magnetfeld geschützt und die Teilchen gelangen in geringere
Höhen, wo sie unmittelbar zum Ozonabbau beitragen können. Beides führt zu einem
verstärkten Ozonabbau. Die Regenerationsphasen, in denen sich das Ozon neu auf-
bauen kann, werden kürzer und es kann dementsprechend weniger Ozon neu gebildet
werden. In der Ozonschicht entstehen also nicht nur kurzzeitige „Löcher“, wie bei
heutigen großen solaren Ereignissen, sondern es kann passieren, daß die Ozonschicht
längerfristig abgebaut wird. Die Zeit für die Regenerierung des Ozons wird unter den
heutigen Bedingungen mit Tagen bis Monaten angesetzt. Zu Zeiten einer Magnetfeld-
umkehrung kann die Zeitspanne Jahre bis Jahrzehnte betragen. Mögliche Folgen eines
verstärkten Ozonabbaus sind zum einen eine Erhöhung der UV-Strahlung, die sich auf
den Strahlunghaushalt der Erde auswirkt, aber auch unmittelbar auf biologische Pro-
zesse. Zum anderen ändert sich aber auch die Temperatur in der Stratosphäre (Sinn-
huber et al., 2003). Durch die Abbkühlung bzw. Aufheizung der Stratosphäre ändert
sich auch die Zirkulation der atmosphärischen Luftschichten, was signifikante Klima-
schwankungen zur Folge haben kann.
Eine Verstärkung der einfallenden kosmischen Strahlung auf die Erde wirkt sich auch
auf die Wolkenbildung aus, so daß es je nach Zusammensetzung und Lokation der
Wolken entweder zur Erwärmung oder Abkühlung einzelner Gebiete der Erde kommt.
Wie oben gezeigt, beeinflußt der Einfall kosmischer Teilchen in die Atmosphäre das
Klima und somit auch die Lebensbedingungen auf der Erde in erheblichem Maße. Die
hochenergetische Strahlungen auf die Erde hängt von vielen Faktoren ab, wie z. B.
der Sonnenaktivität und das Erdmagnetfeld. Um diese komplizierten Zusammenhänge
und Auswirkungen besser zu verstehen, sind weitere Untersuchungen wünschenswert
und notwendig.
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In dieser Arbeit wird der Frage nachgegangen, wie sich eine Magnetfeldumkehrung
auf das System Erde auswirkt. Abbildung 1.1 skizziert die Auswirkung einer solchen
Feldumkehrung. Hierbei stellen sich mehrere Fragen: Wie sieht das innere Magnetfeld
der Erde während einer Polumkehrung aus? Wie wirkt sich das paläomagnetische Feld
auf die Struktur und Größe der Magnetosphäre aus? Welcher Effekt ergibt sich dar-
aus für kosmische Teilchen, die in die Magnetosphäre gelangen? Und was folgt letzt-
endlich daraus für die atmosphärischen Prozesse und das Erdklima? Ein wesentlichen
Beitrag zu diesem Fragenkomplex wird in der hier vorliegenden Arbeit geleistet. Zum
einen werden an Hand eines einfachen Modells magnetosphärische Magnetfelder wäh-
rend einer Magnetfeldumkehrung untersucht. Zum anderen wird in einer ausführlichen
Studie der Einfall kosmischer Teilchen betrachtet, die von außen in die Magnetosphäre
und gegebenenfalls in die Erdatmosphäre gelangen.
Was braucht man, um solche Paläomagnetosphären zu untersuchen? Zum einen wird
die Kenntnis über das innere Magnetfeld der Erde während einer Polumkehrung be-
nötigt, zum anderen ist ein Modell zur Beschreibung der Magnetosphäre erforderlich.
Die Grundlagen zur Beschreibung des inneren und äußeren (magnetosphärischen) Ma-
gnetfeldes der Erde werden in Kapitel 2 erläutert. Das innere Magnetfeld der Erde wird
von hochkomplexen dynamischen Systemen im Erdinneren erzeugt, auf die in dieser
Arbeit nicht näher eingegangen wird. Ist man lediglich an einer Beschreibung die-
ses Magnetfeldes interessiert, so bietet sich die Multipolentwicklung an, wie sie Ab-
schnitt 2.1 ausführlich besprochen wird. Das heutige Feld wird im wesentlichen durch
einen Dipol repräsentiert, während die höheren Multipole eine untergeordnete Rolle
spielen. Das Magnetfeld der Erde ist nicht statisch, sondern unterliegt diversen kurz-
und langperiodischen Schwankungen. Die kurzperiodischen Variationen sind meistens
externen Ursprungs, sie können beispielsweise durch Änderungen der Sonnenaktivität
verursacht werden. Die langperiodischen Schwankungen gehen auf dynamischen Pro-
zesse im Erdinneren zurück. In Abschnitt 2.3 werden die Magnetfeldänderungen der
letzten hundert Jahre betrachtet. Zu erkennen ist dabei eine Abnahme des Dipolanteils
und eine Zunahme der höheren Multipolanteile. Um Informationen über Magnetfeld-
konfigurationen während einer Polumkehr zu erhalten (siehe Abschnitt 2.4), reicht es
nicht aus, sich die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes in den letzten Jahrzehnten
anzuschauen und für die nächsten Jahrhunderte zu extrapolieren, sondern man muß
zum einen auf Ergebnisse paläomagnetischer Messungen (Williams und Fuller, 1981;
Clement, 1991; Merrill und McFadden, 1999) und zum anderen auf numerische Si-
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mulationen zurückgreifen, wie sie von Glatzmaier und Roberts (1995) durchgeführt
wurden. Ergebnisse dieser Simulationen werden neben anschaulichen Standardkonfi-
gurationen auch in dieser Arbeit verwendet. Zu den Standardkonfigurationen gehören
der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol und der zonale Quadrupol.
Als Voraussetzung für die Untersuchungen von Paläomagnetosphären ist ein flexibles
Modell zur Beschreibung der Magnetosphäre erforderlich. Abschnitt 2.5 beschreibt in
Grundzügen die heutige Magnetosphäre mit ihren Stromsystemen. Jordan (1994) und
Siscoe (2001) stellen in ihren Arbeiten die gängigsten Magnetosphärenmodelle vor. In
Abschnitt 2.6 werden diese Modelle zusammengefaßt und unter dem Gesichtspunkt
betrachtet, inwiefern sie sich für die Ziele der hier vorliegenden Arbeit eignen. Als
besonders geeignet erweisen sich das potentialtheoretischen Modell von Willis et al.
(2000) und jenes von Voigt (1981). Das Modell von Willis et al. (2000) ist eins der
wenigen Modelle, die auch höhere Multipole einschließt, dafür nimmt es eine kugel-
symmetrische Geometrie in Kauf. Besonders das Modell von Voigt (1981) bietet sich
auf Grund seiner zylindrischen Geometrie und der verhältnismäßig einfachen mathe-
matischen Beschreibung zur Berechnung von Paläomagnetosphären an. Der Nachteil
ist, daß das Modell lediglich einen Dipol für das innere Magnetfeld der Erde ansetzt.
Um ein Modell zur Verfügung zu haben, das sowohl eine realistische Magnetosphä-
rengeometrie als auch höhere Multipole für das innere Erdmagnetfeld bietet, wird in
dieser Arbeit das Modell von Voigt (1981) um einen zusätzlichen Quadrupolanteil
erweitert. Einen Ansatz für die Hinzunahme weiterer Multipole wird ebenfalls gege-
ben. Kapitel 3 widmet sich der ausführlichen Beschreibung und Erweiterungen dieses
Modells. Die Magnetosphäre wird durch einen Zylinder beschrieben, der auf der Tag-
seite durch eine Halbkugel abgeschlossen ist. Die Erde befindet sich innerhalb dieser
Halbkugel. Das innere Erdmagnetfeld wird durch ein Dipol- und Quadrupolfeld wie-
dergegeben. Das äußere Magnetfeld setzt sich aus dem Feld der Chapman-Ferraro-
und der Schweifströme zusammen. Das Magnetfeld der Schweifströme wird durch
eine Streckung der Feldlinien im Schweif modelliert. Aus der Streckung der Feldli-
nien kann eine Stromverteilung im Schweif bestimmt werden. Vergleiche mit MHD-
Simulationen Vogt et al. (2004) und Zieger et al. (2004) zur Beschreibung von Magne-
tosphären zeigen, daß das in dieser Arbeit verwendete Magnetfeldmodell ausreichend
ist, um eine korrekte Beschreibung der Paläomagnetosphären zu erhalten.
Kapitel 4 geht ausführlich auf die Beschreibung der Magnetfelder und Feldlinienver-
läufe innerhalb der Magnetosphäre ein. Dabei werden zuerst technische Aspekte be-
handelt, wie die Berechnung der Feldlinien (Abschnitt 4.1) und die Bestimmung der
Magnetosphärengröße für verschiedene Magnetfeldkonfigurationen und -stärken (Ab-
schnitt 4.2). Die Möglichkeit, das Magnetfeld für unterschiedliche Magnetfeldstärken
zu skalieren und somit den Rechenaufwand zu verringern, wird in Abschnitt 4.3 dar-
gelegt. Der zweite Teil dieses Kapitels (Abschnitt 4.4), beschäftigt sich mit der An-
wendung des Modells auf mögliche Paläomagnetosphären. Dabei werden idealisierte
Magnetfeldkonfigurationen betrachtet, wie der zonale Dipol, der Pole-on-Dipol, der
zonale Quadrupol und eine Kombination aus zonalem Dipol und Quadrupol. All die-
se Konfigurationen werden für unterschiedliche Multipolstärken untersucht. Gezeigt
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werden Feldlinienverläufe sowohl für eine geschlossene Magnetosphäre als auch eine
offene. Bei offenen Magnetosphären wird das Magnetfeld innerhalb der Magnetosphä-
re zusätzlich noch von der Orientierung des interplanetaren Magnetfeldes beeinflußt.
Eine weitere interessante Größe ist der Stromverlauf im Schweif, der sich bei einer
Streckung der Schweiffeldlinien ergibt. Neben den idealisierten Standardkonfiguratio-
nen werden auch Ergebnisse numerischer Simulationen von Magnetfeldumkehrungen
(Glatzmaier und Roberts, 1995) untersucht. Dargestellt werden hier die Magnetfelder
15000 und 1000 Jahre vor der Feldumkehrung sowie zum Zeitpunkt der Umkehrung.
15000 Jahre vor der Umkehrung bestimmt der Dipolanteil das Magnetfeld der Erde.
Während der Polumkehrung hat der Dipolanteil soweit abgenommen, daß er in der
gleichen Größenordnung wie der Quadrupol ist. In Abschnitt 4.5 wird das magneto-
sphärische Magnetfeld für verschieden Magnetfeldmodelle verglichen. Dabei liegt der
Schwerpunkt auf dem zylindrische Modell, das in dieser Arbeit hauptsächlich verwen-
det wird, dem sphärische Modell von Willis et al. (2000) und der Multipolentwick-
lung ohne Magnetosphäre. Es stellt sich heraus, daß sich der Magnetfeldbetrag einer
Multipolentwicklung ohne Magnetosphäre bis zu einem Abstand von 0.4 Rs, wobei
Rs die Standoffdistanz ist, nicht mehr als 3% vom Feld einer zylindrische Magneto-
sphäre unterscheidet. Die Winkelabweichungen sind bei dieser Entfernung geringer
als 1.5◦. Vergleicht man mit einer sphärischen Magnetosphäre, werden diese Abwei-
chungen bereits in einem Abstand von 0.25 Rs erreicht. Für große Magnetosphären hat
die Wahl des Magnetosphärenmodells also keinen Einfluß auf den erdnahen Raum.
Anders sieht es hingegen für kleine Magnetosphären aus. Beträgt z. B. die Standoff-
distanz weniger als vier Erdradien, so wird sich die Wahl des Modells auch auf das
Magnetfeld an der Erdoberfläche auswirken. Für große Magnetosphären würde es sich
anbieten, für sehr rechenintensive Betrachtungen in Erdnähe auf die Multipolentwick-
lung zurückzugreifen. Die sphärische Magnetosphäre von Willis et al. (2000) eignet
sich nur sehr bedingt zur Beschreibung des magnetosphärischen Magnetfeldes. Hier
macht sich die starke Komprimierung der Feldlinien auf allen Seiten und der fehlende
Schweif bemerkbar.
Der zweite Fragenkomplex betrifft die kosmischen Teilchen, die in eine Paläomag-
netosphäre eindringen. Das Modell wird hierbei als Werkzeug zur Berechnung von
Teilchenbahnen benutzen. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Kapitel 5 zu
finden. Die ersten Abschnitte dieses Kapitels behandeln technische Aspekte, wie die
Berechnung von Teilchenbahnen (Abschnitt 5.1) und die Möglichkeit, die Bahnen für
unterschiedliche Magnetfeldstärken zu skalieren (Abschnitt 5.2). In dieser Arbeit wer-
den kosmische Protonen, in einem Energiebereich von 10 MeV bis 8 GeV betrachtet.
Abschnitt 5.3 erläutert die Eigenschaften dieser Teilchengruppe. Die Bahnen dieser
Teilchen starten auf einer Kugel außerhalb der Magnetosphäre (Abschnitt 5.4) mit
einer homogene Verteilung sowohl der Startorte als auch der Startgeschwindigkeits-
vektoren. Zur besseren Erfassung der Teilchen, die in die Erdatmosphäre eindringen,
werden in Abschnitt 5.5 die Begriffe der Cutoffbreite, der Impactfläche, des relativen
Teilcheneinfalls und des Energiespektrums eingeführt. Abschnitt 5.6 stellt die Ergeb-
nisse für unterschiedliche Paläosituationen vor. Auch hier werden wieder die Standard-
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konfigurationen sowie die unterschiedliche Zeitschritte der numerischen Simulationen
von Glatzmaier und Roberts (1995) untersucht. Zwei Aspekte kristallisieren sich bei
der Teilchenbetrachtung in Paläomagnetfeldern heraus: Zum einen gelangen Teilchen
auch in Gebiete, in die heute keine Teilchen eindringen. Zum anderen treffen auch Teil-
chen mit niedriger Energie, die in stärkeren Feldern reflektiert werden, auf die Erde.
Beide Prozesse tragen zu einer Erhöhung des Teilchenflusses in die Atmosphäre bei.
Der Fluß der einfallenden Teilchen ist bis zu zwei Größenordnungen höher als im heu-
tigen Fall. In Abschnitt 5.7 wird untersucht, wie sich die Wahl des Magnetosphären-
modells auf den Teilcheneinfall auswirkt. Verglichen wird die Cutoffbreite für einen
zonalen Dipol heutiger Feldstärke für das zylindrische Magnetfeldmodell ohne ge-
streckte Schweiffeldlinien, das gleiche Modell mit gestreckten Feldlinien im Schweif
und als drittes für die sphärische Magnetosphäre von Willis et al. (2000). Dabei er-
gibt sich, daß die Cutoffbreite für die zylindrische Modell mit und ohne Streckung der
Feldlinien nahezu identisch sind. Die Cutoffbreiten für die sphärische Magnetosphäre
hingegen weichen für niedrige Teilchenenergien ab. Das zeigt zum einen, daß die Exi-
stenz eines Schweifes auf die Teilcheneinfälle erheblichen Einfluß hat. Zum anderen
wird aber auch deutlich, daß der exakte Verlauf der Feldlinien im Schweif für Teilchen
des hier betrachteten Energiebereiches keine Rolle spielt.
Es stellt sich heraus, daß die Verteilung und die Stärke der Teilcheneinfälle in die
Atmosphäre sich in Paläosituationen erheblich von den heutigen Verhältnissen unter-
scheiden. In Abschnitt 5.8 werden die Auswirkung auf atmosphärische Prozesse ange-
deutet, wie z. B. die Ionisation der neutralen Atmosphäre. Chemische Reaktionen und
Transportprozesse führen je nach Magnetfeldkonfiguration zu einem verstärkten oder
verringerten Ozonabbau, was Auswirkungen auf die UV-Strahlung und das globale
Klima der Erde haben kann, z. B. Veränderungen in der Temperatur und der Zirkula-
tion der Atmosphäre. Auch korreliert die Wolkenbildung mit dem Einfall kosmischer
Teilchen in die Erdatmosphäre, was wiederum eine Aufheizung oder Abkühlung der
Erde zur Folge hat. Somit beeinflußt der Einfall hochenergetischer Teilchen das Klima
und damit auch die Lebensbedingungen auf der Erde.
In dieser Arbeit ist es gelungen, ein ausführliches Bild über das magnetosphärische
Magnetfeld und die Teilcheneinfälle während einer Magnetfeldumkehrung zu erhal-
ten. Die Untersuchung von möglichen Magnetfeldkonfigurationen und den daraus re-
sultierenden Teilcheneinfällen in die Atmosphäre sind nicht nur für paläomagnetische
Felder der Erde interessant, sondern auch für Magnetfelder anderer Planeten unseres
Sonnensystems und extrasolarer Planeten. Eine besondere Klasse extrasolarer Plane-
ten stellen diejenigen dar, die auf Grund ihrer gebundenen Rotation über ein schwaches
Magnetfeld verfügen (Grießmeier et al., 2004). Für diese Planeten sind von der Erde
stark abweichende Teilcheneinfälle zu erwarten.
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A. Mathematische Hilfsmittel

A.1. Koordinatensysteme und -transformationen

Je nach Geometrie werden in dieser Arbeit kartesische, sphärische oder zylindrische
Koordinaten mit folgender Notation verwendet (siehe auch Abbildung A.1):

Kartesisiche Koordinaten: x, y, z,
Sphärische Koordinaten: r, ϑ, λ mit 0 ≤ ϑ ≤ π und 0 ≤ λ ≤ 2π,
Zylindrische Koordinaten: ρ, φ, z mit 0 ≤ φ ≤ 2π.

Die Transformationen zwischen den einzelnen Koordinatensystemen sind unter ande-
rem bei Bronstein und Semendjajew (1989) zu finden.

z

x

y

λ, φ

ϑ
ρ

r

Abbildung A.1.: Koordinatensysteme.
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Transformationen zwischen kartesischen und sphärischen Koordinaten
Transformation der Orte:

x = r sinϑ cos λ, y = r sinϑ sin λ, z = r cosϑ, (A.1)

r =
√

x2 + y2 + z2, ϑ = arctan

√

x2 + y2

z
, λ = arctan

y
x
. (A.2)

Transformation der Vektoren:

vx = vr sinϑ cos λ + vϑ cosϑ cos λ − vλ sin λ,

vy = vr sinϑ sin λ + vϑ cosϑ sin λ + vλ cos λ, (A.3)

vz = vr cosϑ − vϑ sinϑ,

vr = vx sinϑ cos λ + vy sinϑ sin λ + vz cosϑ,

vϑ = vx cosϑ cos λ + vy cosϑ sin λ − vz sinϑ, (A.4)

vλ = − vx sin λ + vy cos λ.

Transformationen zwischen kartesischen und zylindrischen Koordinaten
Transformation der Orte:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z, (A.5)

ρ =
√

x2 + y2, φ = arctan
y
x
, z = z. (A.6)

Transformation der Vektoren:

vx = vρ cos φ − vφ sinφ, vy = vρ sinφ + vφ cosφ, vz = vz, (A.7)

vρ = vx cosφ + vy sinφ, vϑ = −vx sinφ + vy cos φ, vz = vz. (A.8)

Transformationen zwischen sphärischen und zylindrischen Koordinaten
Transformation der Orte:

ρ = r sinϑ, φ = λ, z = r cosϑ, (A.9)

r =
√

ρ2 + z2, ϑ = arccos
z

√

ρ2 + z2
, λ = φ. (A.10)

Nabla- und Laplaceoperator
In kartesischen Koordinaten:

∇ = ex

d
dx
+ ey

d
dy
+ ez

d
dz
, (A.11)

∆ =
d2

dx2
+

d2

dy2
+

d2

dz2
, (A.12)
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In sphärischen Koordinaten:

∇ = er

d
dr
+ e

ϑ

1
r

d
dϑ
+ e

λ

1
r sinϑ

d
dλ
, (A.13)

∆ =
d2

dr2
+

1
r

d
dr
+

cosϑ
r2 sinϑ

d
dϑ
+

1
r2

d2

dϑ2
+

1

r2 sin2 ϑ

d2

dλ2
, (A.14)

In zylindrischen Koordinaten:

∇ = e
ρ

d
dρ
+ e

φ

1
ρ

d
dφ
+ ez

d
dz
, (A.15)

∆ =
d2

dρ2
+

1
ρ

d
dρ
+

1
ρ2

d2

dφ2
+

d2

dz2
. (A.16)

A.2. Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften und Anwendungen der Kugelfunktio-
nen erläutert, die bei den Berechnungen und Herleitungen der Magnetfeldmodelle ver-
wendet werden. Mehr zu Kugelfunktionen ist bei Abramowitz und Stegun (1972) oder
Kertz (1983) zu finden.

A.2.1. Eigenschaften der Kugelfunktionen

Die zonalen Kugelfunktionen, auch als Legendre-Polynome erster Art bekannt, sind
Polynome n-ten Grades. Eine Darstellung der zonalen Kugelfunktionen ist durch die
Rodrigues-Formel

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x2 − 1)n (A.17)

gegeben. Die zugeordneten Kugelfunktionen gehen aus dieser Gleichung durch m-
fache Differentiation hervor:

Pm
n (x) = pm

n (1 − x2)m/2 dm

dxm
Pn(x) =

1
2nn!

pm
n (1 − x2)m/2 dn+m

dxn+m
(x2 − 1)n, (A.18)

mit Pm
n (x) = 0 für m > n, wobei m die Ordnung des Polynoms angibt.

Der Faktor pm
n ist ein Normierungsfaktor, der in der Geophysik üblicherweise nach der

Schmidtschen Normierung den Wert pm
n =

√
2(n − m)!/(n + m)! besitzt. Für unnor-

mierte Kugelfunktionen gilt pm
n = 1.

In der Multipolentwicklung und dem Magnetosphärenmodell nach Willis werden Ku-
gelfunktionen in der Schmidtschen Normierung verwendet, im Magnetosphärenmo-
dell nach Voigt hingegen unnormierte Kugelfunktionen.
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Berechnen lassen sich die Kugelfunktionen entweder mittels Gleichung (A.18) oder
aber durch die Rekursionsbeziehungen:

Pm
n (x) = pm

n Tm
n (x), (A.19a)

Tm
n = 0, wenn m > n, (A.19b)

Tm
m(x) = (2m − 1)!!(1 − x)m/2, (A.19c)

Tm
n (x) =

(2n − 1)
n − m

xTm
n−1(x) +

n + m − 1
n − m

Tm
n−2(x), (A.19d)

2
dTm

n (x)
dϑ

= (n + m)(n − m + 1)Tm−1
n (x) − Tm+1

n (x). (A.19e)

Ausgegangen wird dabei von Gleichung (A.19c), mit der man Tm
m explizit berechnen

kann. Mit Hilfe von Gleichung (A.19d) wird nun schrittweise Tm
m+1 bis Tm

n berechnet
und mit dem Normierungsfaktor multipliziert.

Bei dieser Art der Berechnung wird nicht nur der gesuchte Term Pm
n berechnet, son-

dern alle Terme bis zum Grad n. Da man bei der Kugelfunktionsentwicklung auf sämt-
liche Terme zurückgreifen muß, bietet es sich an, vor der eigentlichen Anwendung
alle Pm

n -Werte an dem entsprechenden Ort zu berechnen und abzuspeichern, statt die
Berechnungen jedesmal neu zu starten. Die Zeitersparnis beträgt dabei einen Faktor
4-5.

Die Orthogonalitätsrelation der zugeordneten Kugelfunktionen in der Schmidtschen
Normierung, die bei der Berechnung der magnetischen Energie in Abschnitt 2.2 ver-
wendet wird, lautet:

1
∫

−1

Pm
n (x)Pm

k (x) dx =

π
∫

0

Pm
n (cosϑ)Pm

k (cosϑ) sinϑ dϑ

=
2

2n + 1
·























0, n , k

1, n = k,m = 0

2, n = k, 1 ≤ m ≤ n.

(A.20)

Folgende Ableitungen der unnormierten Kugelfunktionen (pm
n = 1), die im Voigt-

Modell ausgenutzt werden, lassen sich mit Hilfe von Gleichung (A.18) aufstellen:

P′n(x) =
d
dx

Pn(x) =
1

p1
n(1 − x2)1/2

P1
n(x)

x=cos ϑ
=

1
p1

n sinϑ
P1

n(cosϑ), (A.21)

P′′n (x) =
d2

dx2
Pn(x) =

1
p2

n(1 − x2)
P2

n(x)
x=cos ϑ
=

1

p2
n sin2 ϑ

P2
n(cosϑ). (A.22)
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A.2.2. Erzeugende Funktion und einige Ableitungen

Die erzeugenden Funktion der Kugelfunktionen ist durch die Beziehung

1
(1 + h2 − 2hx)1/2

=

∞
∑

n=0

hnPn(x), |h| < 1 (A.23)

gegeben. Speziell in der Herleitung des Magnetosphärenmodells in Kapitel 3 schreibt
sich diese Gleichung dann als

1

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)1/2
=

∞
∑

n=0

(

−b
r

)n

Pn(cosϑ),
∣

∣

∣

∣

∣

b
r

∣

∣

∣

∣

∣

< 1. (A.24)

Für die nachstehenden Ableitungen, die ihre Anwendung ebenfalls in der Herleitung
des Magnetosphärenmodells finden, werden unnormierte Kugelfunktionen verwendet,
so daß p1

n = p2
n = 1 gilt.

Ableitung der Gleichung (A.24) nach cosϑ:

− b
r

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)3/2
=

∞
∑

n=0

(

−
b
r

)n

P′n(cosϑ)
(A.21)
=

∞
∑

n=0

(

−
b
r

)n P1
n(cosϑ)

sinϑ

sinϑ

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)3/2
=

∞
∑

n=0

(

−
b
r

)n−1

P1
n(cosϑ)

P1
0=0
=

∞
∑

n=1

(

−b
r

)n−1

P1
n(cosϑ) (A.25)

Ableitung der Gleichung (A.24) nach b
r :

−( b
r + cosϑ)

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)3/2
=

∞
∑

n=0

(−n)

(

−b
r

)n−1

Pn(cosϑ)

b
r + cosϑ

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)3/2
=

∞
∑

n=1

n

(

−b
r

)n−1

Pn(cosϑ) (A.26)

Zweifache Ableitung der Gleichung (A.24) nach cosϑ:

−3 b
r

(1 + 2 b
r cosϑ + ( b

r )2)5/2
=

∞
∑

n=0

(

−
b
r

)n−1

P′′n (cosϑ)
(A.22)
=

∞
∑

n=0

(

−
b
r

)n−1 P2
n(cosϑ)

sin2 ϑ

sin2 ϑ

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)5/2
=

1
3

∞
∑

n=0

(

−b
r

)n−2

P2
n(cosϑ)

P1
0=0
=

1
3

∞
∑

n=1

(

−b
r

)n−2

P2
n(cosϑ) (A.27)
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Zweifache Ableitung der Gleichung (A.24) nach b
r :

2(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ) − 3 sin2 ϑ

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)5/2
=

∞
∑

n=0

n(n − 1)

(

−
b
r

)n−2

Pn(cosϑ)

1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ − 3
2 sin2 ϑ

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)5/2
= 1

2

∞
∑

n=1

n(n − 1)

(

−
b
r

)n−2

Pn(cosϑ) (A.28)

Ableitung der Gleichung (A.24) nach cosϑ und b
r :

−3( b
r + cosϑ)

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)5/2
= −

∞
∑

n=0

(n − 1)

(

−b
r

)n−2

P′n(cosϑ)

( b
r + cosϑ) sinϑ

(1 + ( b
r )2 + 2 b

r cosϑ)5/2
=

1
3

∞
∑

n=0

(n − 1)

(

−b
r

)n−2

P1
n(cosϑ)

P1
0=0
=

1
3

∞
∑

n=1

(n − 1)

(

−
b
r

)n−2

P1
n(cosϑ) (A.29)

A.2.3. Reihenentwicklung nach Kugelflächenfunktionen

Die auf einer Kugeloberfläche gegebene Funktion f (ϑ, λ) läßt sich durch eine Reihen-
entwicklung nach Kugelflächenfunktionen darstellen:

f (ϑ, λ) =
∞
∑

n=0

n
∑

m=0

(am
n cos mλ + bm

n sin mλ)Pm
n (cosϑ). (A.30)

Hierbei sind Pm
n die zugeordneten Kugelfunktionen in der Schmidtschen Normierung.

Um die Koeffizienten am
n und bm

n zu bestimmen wird diese Gleichung mit cos kλ bzw.
sin kλ und mit Pm

n (cosϑ) multipliziert und anschließend über die Kugeloberfläche in-
tegriert:

2π
∫

0

π
∫

0

f (ϑ, λ)

{

cos kλ

sin kλ

}

Pm
n (cosϑ) sinϑ dϑ dλ (A.31)

=

∞
∑

n=0

n
∑

m=0

π
∫

0

(

am
n

{

sin mλ cos kλ

cos mλ sin kλ

}

+ bm
n

{

sin mλ cos kλ

cos mλ sin kλ

})

dλ

·
π

∫

0

Pm
n (cosϑ)Pk

l (cosϑ) sinϑ dϑ. (A.32)

Zur Lösung der beiden Integrale (das erste werde mit Iλ und das zweite mit Iϑ bezeich-
net) werden die Orthogonalitätsrelationen der trigonometrischen Funktionen und der
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Kugelfunktionen ausgenutzt. Mit

2π
∫

0

cos ax cos bx dx =























0, a , b

2π, a = b = 0

π, a = b > 0

, (A.33)

2π
∫

0

sin ax sin bx dx =























0, a , b

0, a = b = 0

π, a = b > 0

, (A.34)

2π
∫

0

cos ax sin bx dx = 0 (A.35)

lautet die Lösung des ersten Integrals

Iλ =























0, m , k

ak
n

{ 0
2π

}

m = k = 0

ak
n

{ 2π
0

}

+ bk
n

{ 0
2π

}

, m = k > 0

. (A.36)

Von der Summe über m bleibt lediglich der Term m = k übrig, so daß das zweite
Integral der Orthogonalitätsrelation für Kugelfunktionen entspricht mit der Lösung

Iϑ =

π
∫

0

Pm
n (cosϑ)Pm

l (cosϑ) sinϑ dϑ =
2

2n + 1
·























0, n , l

1, n = l,m = 0

2, n = l,m > 0.

(A.37)

Damit bleibt auch von der Summe über n nur der Term n = l übrig und die Glei-
chung (A.32) sieht dann wie folgt aus:

2π
∫

0

π
∫

0

f (ϑ, λ)

{

cos kλ

sin kλ

}

Pm
n (cosϑ) sinϑ dϑ dλ (A.38)

=
4π

2n + 1

(

ak
n

{

1
0

}

+ bk
n

{

0
1

})

. (A.39)

Durch Auflösen nach den Koeffizienten am
n und bm

n lassen sich diese bestimmen:

{

am
n

bm
n

}

=
2n + 1

4π

2π
∫

0

π
∫

0

f (ϑ, λ)

{

cos kλ

sin kλ

}

Pm
n (cosϑ) sinϑ dϑ dλ. (A.40)

A.3. Besselfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften und Anwendungen der Besselfunktio-
nen beschrieben, die bei den Berechnungen und Herleitungen der Magnetfeldmodelle
verwendet wurden. Eine ausführliche Behandlung der Besselfunktionen ist bei Abra-
mowitz und Stegun (1972) oder Kertz (1983) zu finden.

131



A. Mathematische Hilfsmittel

A.3.1. Eigenschaften der Besselfunktionen

Berechnen lassen sich die Besselfunktionen direkt aus der Potenzreihenentwicklung

Jn(x) =
∞
∑

i=0

(−1)k

k!(n + k)!

( x
2

)n+2k

(A.41)

oder aber über folgende Rekursionsformeln:

Jn+1 =
2n
x

Jn − Jn−1, (A.42)

J′n =
1
2

(Jn−1 − Jn+1) = Jn−1 −
n
x

Jn. (A.43)

Sind ai die Nullstellen der Besselfunktion Jn(x), dann lautet die Orthogonalitätsrela-
tion

1
∫

0

xJn(aix)Jn(a jx)dx =

{

0, i , j,
1
2 [J′n(ai)]2, i = j.

(A.44)

Sind bi die Nullstellen der Besselfunktionskombination AxJ ′n(x)+BJn(x), wobei A, B ,
0 beliebig sind, dann ist die Orthogonalitätsrelation durch

1
∫

0

xJn(bix)Jn(b jx)dx =















0, i , j
1
2

(

[J′n(bi)]2 + [1 − ( n
bi

)2][Jn(bi)2]
)

, i = j
(A.45)

gegeben.

A.3.2. Fourier-Bessel-Reihenentwicklung

Im Intervall 0 ≤ x ≤ 1 lassen sich Funktionen durch eine Fourier-Bessel-Reihenent-
wicklung darstellen:

f (x) =
∞
∑

i=1

ciJn(ai), (A.46)

f (x) =
∞
∑

i=1

diJn(bi), (A.47)

deren Koeffizienten mittels der Orthogonalitätsrelationen berechnet werden. Hierzu
multipliziere man beide Seiten der Gleichungen mit xJn(a jx), bzw. xJn(b jx) und inte-
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griere über x im Intervall [0; 1]:

1
∫

0

xJn(a jx) f (x)dx =
∞
∑

i=1

ci

1
∫

0

xJn(a jx)Jn(ai)dx =
∞

∑

i=1

ci
[J′n(ai)]2

2
δi j, (A.48)

1
∫

0

xJn(b jx) f (x)dx =
∞
∑

i=1

di

1
∫

0

xJn(b jx)Jn(bi)dx

=

∞
∑

i=1

di

([J′n(bi)]2 + [1 − ( n
bi

)2][Jn(bi)2])

2
δi j. (A.49)

Auf Grund der Orthogonalität fallen bis auf den Summanden i = j alle anderen
Summanden weg. Aufgelöst nach ci bzw. di ergeben sich dann die Koeffizienten der
Fourier-Bessel-Reihenentwicklung:

ci =
2

[Jn+1(ai)]2

1
∫

0

t f (t)Jn(ait)dt, (A.50)

di =
2

[1 − ( n
bi

)2][Jn(bi)]2

1
∫

0

t f (t)Jn(bit)dt. (A.51)

Entwickelt man die radialen Funktionen g j(ρ), die bei der Herleitung des Magneto-
sphärenmodells nach Voigt auftauchen, in Fourier-Bessel-Reihen der Art

g j(ρ) = g j(ρ, k) =
∞
∑

i=1

a j,iJk(
xk,i ρ

Rm
), (A.52)

wobei xk,i die Nullstellen der ersten Ableitung der Besselfunktionen sind, so errechnen
sich die Koeffizienten a j,i aus der Orthogonalisierungsbedingung zu

a j,i =
2

R2
m[1 − ( k

xk,i
)2][Jk(xk,i)]2

Rm
∫

0

g j(ρ)Jk(
xk,i ρ

Rm
)ρ dρ. (A.53)
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